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طول نقطۀ عطف منحنی به معادلۀ  کدام است؟ - 1
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، در صورت وجود، کدام است؟ طول نقطه عطف تابع با ضابطه  - 5
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تابع  چند نقطۀ عطف و چند اکسترمم نسبی دارد؟ - 9
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اگر تابع  داراي اکسترمم نسبی نباشد، حداقل طول نقطه ي عطف آن کدام است؟ - 13y = − m + x
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، نقطه ي عطف ندارد؟ ، تابع  به ازاي چند مقدار صحیح  - 14kf(x) = − k + 6x4 x3 x2
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طول نقاط عطف تابع   در بازه ي   کدام است؟ - 15

عطف ندارد.

f(x) =
sinx

1 − cosx
(0, 2π)

π

2

π

, π ,
π

2
3π
2

4

ف
نقطه عط

علی هاشمی



گزینه 2 - 1

چون  پس  در  تغییر علامت می دهد ضمناً خط مماس نیز در صفر وجود دارد. درنتیجه  طول نقطۀ عطف  خواهد بود. توجه کنید که

، در ضمن تابع در  پیوسته هم هست.
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گزینه 3 را تعیین علامت می کنیم؛ لذا داریم: - 2
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، مشتق دوم وجود ندارد زیرا: از طرفی در 

 

 حال با استفاده از جدول تعیین علامت  مشاهده می شود تقعر تابع  در نقاط  و  تغییر می کند و در هر نقطه خط مماس واحد وجود دارد، لذا دو نقطه عطف دارد.

ابتدا تابع را به صورت چندضابطه اي می نویسیم و سپس دو بار مشتق می گیریم: گزینه 4 - 3

مشتق دوم به ازاي  صفر است و حول آن تغییر علامت می دهد. همچنین مشتق دوم در  تعریف نشده ولی مماس در آن وجود دارد و مشتق دوم حول آن تغییر

، درنتیجه  نیز نقطه عطف به شمار می آید. علامت می دهد. 

توجه داشته باشید که در  مشتق چپ و مشتق راست برابر نیستند پس  زاویه دار است پس نمی تواند عطف باشد.

گزینه 1 - 4

توجه کنید که  نقطه بازگشتی است، پس  نقطۀ عطف است.

میدانیم تابع درجه دوم و تابع هموگرافیک فاقد نقطه عطف هستند، یعنی هر دو ضابطه به تنهایی فاقد عطف هستند؛ بنابراین تابع  با ضابطه   گزینه 3 - 5

) مسلماً نادرست هستند. حال به بررسی نقطه  میپردازیم: ) و ( فقط در نقطه مرزي  میتواند نقطه عطف داشته باشد، بنابراین گزینههاي (
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تابع در  پیوسته است.      

 

، داریم: بنابراین تابع  در نقطه  داراي خط مماس واحد است. درنتیجه شرایط اولیه وجود عطف (دارا بودن خط مماس واحد) را دارد. با تشکیل ضابطه 

 

با توجه به اینکه تابع  در اطراف  تغییر علامت میدهد، بنابراین  طول نقطه عطف است.

تابع  در صورتی فاقد عطف است که مشتق دوم فاقد ریشه باشد یا ریشۀ مضاعف داشته باشد. گزینه 4 - 6

اگر  آن گاه  و تقعر تابع همواره رو به بالاست و تابع فاقد نقطۀ عطف خواهد بود. در غیر این صورت معادله  داراي دو ریشۀ ساده می شود که این نقاط طول نقاط
عطف تابع خواهند بود.

بنابراین طول مینیمم نسبی تابع  و عرض آن  است.

گزینه 1 - 7
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 ریشۀ سادة زیر رادیکال با فرجۀ  همان طول نقطۀ عطف قائم منحنی است.

. تابع در نقطۀ  پیوسته و مشتق پذیر است و مشتق دوم تابع در  وجود دارد، بنابراین  گزینه 3 - 8

گزینه 3 - 9
براي به دست آوردن اکسترمم هاي نسبی، مشتق تابع را حول نقاط بحرانی آن تعیین علامت می کنیم:

 

تابع را ضابطه بندي می کنیم، لذا داریم:

نقاط بحرانی 

درنتیجه  نقطه ماکزیمم نسبی و نقطه  نقطه مینیمم نسبی تابع است. حال  را به دست می آوریم:
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  نقطه عطف است. 

  نقطه عطف است. 

خط مماس در  قابل رسم نیست لذا نقطه عطف نیست .

لذا تابع دو اکسترمم نسبی و دو نقطه عطف دارد.

نمودار  در هیچ نقطه اي نباید تغییر تقعر دهد. به عبارت دیگر  نباید ریشه ساده داشته باشد: گزینه 2 - 10

، همواره مضاعف هستند. پارامتر  می تواند  هم باشد چون در این صورت  است و  ریشۀ مضاعف خواهد داشت و عطف ریشه هاي معادلات  و 
موجود نیست. معادله اي که ریشه مضاعف داشته باشد، در اطراف آن ریشه تغییر علامت نخواهد داد.

با تعیین علامت عبارت درون قدر مطلق و حذف قدر مطلق، تابع را به صورت چند ضابطه اي نوشته و با دو بار مشتق گیري، نقاط عطف را می یابیم. گزینه 3 - 11
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تابع  در ریشه ساده قدر مطلق مشتق ناپذیر است یعنی در  

تابع در  مشتق پذیر است زیرا هرچند که  ریشه ساده قدر مطلق است اما چون ریشه عبارت بیرون قدر مطلق است، پس در  مشتق پذیر است.

 

پس مشتق دوم در صفر وجود ندارد.
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یادآوري: براي محاسبه ي نقطه ي عطف نمودار تابع  از روي ضابطه، مشتق دوم آن را  محاسبه و تعیین علامت می کنیم. در هر نقطه که در همسایگی آن  تغییر گزینه 1 - 12

علامت دهد به شرطی که مماس واحد در آن نقطه موجود باشد، نمودار تابع  در آن نقطه ي داراي عطف می باشد.

 طول نقطه ي عطف تابع 

مشتق این تابع  است و براي اینکه فاقد اکسترمم باشد باید این معادله فاقد ریشه ي ساده باشد یعنی  باشد. گزینه 2 - 13
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توجه: طول نقطه ي عطف (ریشه ي ساده ي مشتق دوم) در تابع  برابر  است.

 

 :طول عطف

 کم ترین مقدار 

در تابع پیوسته ي ریشه هاي ساده ي مشتق دوم طول نقطه ي عطف است. گزینه 3 - 14
مشتق دوم تابع را حساب می کنیم:

براي این که این تابع عطف نداشته باشد، کافی است مشتق دوم تغییر علامت ندهد، پس باید در معادله ي   داشته باشیم   یعنی:

، تابع نقطه ي عطف ندارد. بنابراین به ازاي  مقدار صحیح 

براي محاسبه ي نقطه ي عطف، مشتق دوم تابع را تعیین علامت می کنیم. گزینه 3 - 15
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