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نمودار تابع  را به گونه اي رسم کنید که ماکزیمم مطلق داشته باشد ولی تابع  ماکزیمم مطلق نداشته باشد. - 1f|f|

، ماکزیمم نسبی داشته باشد. ضرایب  و  را در تابع  طوري پیدا کنید که در نقطۀ  - 2abf(x) = + ax + bx3(1, 2)

نمودار تابعی مانند  را به گونه اي رسم کنید که در تمام شرایط زیر صدق کند. - 3

     ,          ,      

 نقطۀ  ماکزیمم نسبی این تابع باشد.

f

f(0) = 0f(4) = −2f(−1) = 5

(1, 1)

یک برگۀ کاغذي مستطیل شکل با اضلاع  و  در اختیار داریم. با بریدن چهار مربع به ضلع  از گوشه هاي آن و تا زدن اضلاع، یک مکعب ساخته شده - 4

، مقادیر  و  را طوري پیدا کنید که حجم این مکعب بیشترین مقدار ممکن شود. است. اگر  و 

xyh

xy = 100 cm2h = 2 cmxy

یک مستطیل در یک نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره،  سانتی متر باشد، طول و عرض مستطیل را طوري به دست آورید که مساحت آن - 5
بیشترین مقدار ممکن باشد.

4

1



توابع زیر در چه بازه هایی صعودي و در چه بازه هایی نزولی اند؟ - 6

الف) 

ب) 

f(x) = 2 − 3 − 12x + 7x3 x2

f(x) =
x

x − 2

نمودار تابع  را به گونه اي رسم کنید که در نقطه اي مانند  جهت تقعر عوض شود ولی این نقطه، نقطۀ عطف نباشد. - 7fa

براي هر مورد یک تابع درجۀ  مثال بزنید که نقطۀ داده شده نقطۀ عطف آن باشد. - 8

( , )               ت) نقطۀ ( , )               پ) نقطۀ ( , )               ب) نقطۀ ( , الف) نقطۀ (

3

00011022

،  و  را در تابع  طوري به دست آورید که در شرایط زیر صدق کند. مقادیر  - 9

 و  و  طول نقطۀ عطف نمودار تابع  باشد.

abcf(x) = a + b + cx3 x2

f(0) = 1f(1) = 2x =
1
2

f

2
2 x

-

y

0

 

،  و  را پیدا اگر  نقطۀ عطف تابع درجه سومی با ضابطۀ  باشد که نمودار آن در شکل زیر رسم شده است،  - 10
کنید.

(0, 0)y = + a + bx + cx3 x2abc
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. محل تقاطع مجانب هاي آن نقطۀ  است. اگر این تابع از نقطۀ  بگذرد، ضابطۀ تابع را به دست آورید. فرض کنید  - 11f(x) =
ax + b

cx + d
(2, 1)(−1, 0)

کدام یک از نمودارهاي زیر مربوط به تابع  است. - 12
(الف)
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f(x) = + x − 2x3

نقاط اکسترمم نسبی و مطلق توابع زیر را در بازه هاي داده شده در صورت وجود بیابید و نقاط بحرانی این توابع را به دست آورید. - 13
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f(x) = 3 − 2x + 5 [−2, 1]x2

f(x) = − 3x [−1, 2]x3

f(x) = { x−−√

4 − x

0 ≤ x < 2
x ≥ 2

جهت تقعر توابع زیر را در دامنۀ آنها بررسی کرده و نقطۀ عطف آنها را در صورت وجود به دست آورید. - 14

f(x) = − − 3x + 4
1
3
x3 x2
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f(x) =
x + 1
x − 1

f(x) = x + 1
− −−−

√3

جدول رفتار و نمودار توابع زیر را رسم کنید. - 15

f(x) = 2 − 4x + 1x2

f(x) = − 5x + 5x3

f(x) = −x(x + 2)2

5

فصل پنجم حسابان 2

علی هاشمی



f(x) =
2x − 1
x − 2

f(x) =
−x

x + 3
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- 1

x

y

2
3 f

2

3-
f

x

y

در نمودارهاي بالا می بینیم که تابع  ماکزیمم مطلق دارد ولی تابع  ماکزیمم مطلق ندارد.
- 2

   چون تابع  مشتق پذیر است، بنابراین مشتق به ازاي طول نقطۀ اکسترمم نسبی صفر است.

  

  ماکزیمم نسبی
 نقطۀ ماکزیمم نسبی در تابع صدق می کند.

- 3
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f|f |

f

f(x) = + ax + b ⇒ (x) = 3 + ax3 f ′ x2

(1, 2) ⇒ (1) = 0 ⇒ 3 + a = 0 ⇒ a = −3 ⇒ f(x) = − 3x + bf ′ x3

f(1) = 2 ⇒ 1 − 3 + b = 2 ⇒ b = 4 ⇒ f(x) = − 3x + 4x3

xy = 100 , h = 2

V = (x − 2h)(y − 2h) × h

V = (x − 4)(y − 4) × 2 = 2(x − 4)(y − 4)

xy = 100 ⇒ y = ⇒ V = 2(x − 4)( − 4) = (2x − 8)( − 4)
100
x

100
x

100
x

x − 4 ≥ 0 ⇒ x ≥ 4 (1), y − 4 ≥ 0 ⇒ y ≥ 4 ≥ 4 ⇒ ≥ 0− →−−−
y=

100
x 100

x

100 − 4x
x

⇒ 0 < x ≤ 25 4 ≤ x ≤ 25 ⇒ = [4, 25]

x

100 − 4x
x

−

0
ت
ن

+

25

0 −
−→

(1)

دامنھ

V (x) = (2x − 8)( − 4) 4 ≤ x ≤ 25
100
x

(x) = 2( − 4) + (− )(2x − 8) = 2( ) −V ′ 100
x

100
x2

100 − 4x
x

100(2x − 8)

x2

(x) = =V ′ 2x(100 − 4x) − 100(2x − 8)

x2

−8 + 800x2

x2

(x) = 0 ⇒ −8 + 800 = 0 ⇒ = 100 ⇒ x = ±10 x = 10V ′ x2 x2 − →−−−−
4≤x≤25
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، بیشترین حجم ایجاد می شود، پس داریم:  به ازاي 

- 5

O x
2

x

yR= 4

 

 مقدار ماکزیمم مساحت , 

، مساحت مستطیل بیشترین مقدار ممکن را دارد. پس داریم:  به ازاي 

 

الف) - 6

 
حال مشتق را تعیین علامت می کنیم.

 تابع  در بازه هاي  و  اکیداً صعودي و در بازة  اکیداً نزولی است.

   ب)

مشتق همواره منفی است 

 توجه کنید که خط  مجانب قائم تابع است و چون مشتق همواره منفی است، پس تابع در بازه هاي  و  اکیداً نزولی است. تابع در دامنه اش یعنی  غیریکنوا است.

- 7

x

y

a

تقعر رو به پایین 

تقعر رو به بالا 

تقعر نمودار در  عوض می شود ولی چون این نقطه مماس واحد بر نمودار تابع وجود ندارد، نقطۀ  عطف نیست.

- 8

x = 4 ⇒ V (4) = 0 , x = 10 ⇒ V (10) = (20 − 8)(10 − 4) = 12 × 6 = 72

V (25) = 0

x = 10
x = 10 ⇒ y = = 10

100
10

( + = ⇒ + = 16
x

2
)2 y 2 42 x2

4
y 2

= 16 − = ⇒ y =y 2 x2

4
64 − x2

4
1
2

64 − x2
− −−−−−

√

S = xy = x × ⇒ S(x) =
1
2

64 − x2
− −−−−−

√
1
2

64 −x2 x4
− −−−−−−−

√

≥ 0 ⇒ 16 − ≥ 0 ⇒ ≤ 16 ⇒ ≤ 64 ⇒ −8 ≤ x ≤ 8 (1)y 2 x2

4
x2

4
x2

x ≥ 0 0 ≤ x ≤ 8 ⇒ S(x) = = [0, 8]−→
(1) 1

2
64 −x2 x4
− −−−−−−−

√ دامنھ

(x) = × = 0 ⇒ 128x − 4 = 0 ⇒ 4x(32 − ) = 0S ′ 1
2

128x − 4x3

2 64 −x2 x4
− −−−−−−−

√
x3 x2

⇒ x = 0 , x = ±4 2
−−

√

x = 0 ⇒ S(0) = 0 , x = 4 ⇒ S(4 ) = = 162
−−

√ 2
−−

√
1
2

64 × 32 − 256 × 4
− −−−−−−−−−−−−−−

√

= 16x = 8 ⇒ S(8) = 0

x = 4 2
−−

√

x = 4 ⇒ y = = = = × 4 = 22
−−

√
1
2

64 − x2
− −−−−−

√
1
2

64 − 32
− −−−−−−

√
1
2

32
−−

√
1
2

2
−−

√ 2
−−

√

(x) = 6 − 6x − 12 = 6( − x − 2) = 6(x − 2)(x + 1) = 0 ⇒ x = −1 , x = 2f ′ x2 x2

x

(x) = 6 − 6x − 12f ′ x2
−∞

+

↗

−1
0 −

↘

2
0 +

↗

+∞

f(−∞, −1][2, +∞)[−1, 2]

f(x) = = R − {2}
x

x − 2
Df

(x) = = < 0 ⇒f ′ 1(x − 2) − 1 × x

(x − 2)2

−2
(x − 2)2

x = 2(−∞, 2)(2, +∞)R − {2}

x < a ⇒

x > a ⇒

x = ax = a
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y الف) در تابع  نقطۀ  نقطۀ عطف تابع است.

x

ب) با انتقال تابع  به اندازة یک واحد به راست، تابع درجه سومی به دست می آید که نقطۀ  عطف آن باشد.

y

x
1

  

 پ) اگر تابع  را یک واحد به بالا انتقال دهیم تابع درجه سومی به دست می آید که نقطۀ  عطف آن است.

y

x
1

  

 ت) اگر تابع  را دو واحد به راست و  واحد هم به بالا انتقال دهیم، تابع درجه سومی به دست می آید که نقطۀ  عطف آن است.

1

1
2

2

y

x   

- 9

 طول نقطۀ عطف، ریشۀ مشتق دوم تابع است، پس:

 

- 10

 طول نقطۀ عطف، ریشۀ مشتق دوم تابع است، پس:

y = x3(0, 0)

y = x3(1, 0)

y = (x − 1 ⇒)3

y = x3(0, 1)

y = + 1x3

y = x32(2, 2)

y = (x − 2 + 2)3

f(x) = a + b + cx3 x2

f(0) = 1 ⇒ 0 + 0 + c = 1 ⇒ c = 1 ⇒ f(x) = a + b + 1x3 x2

f(1) = 2 ⇒ a + b + 1 = 2 ⇒ a + b = 1

(x) = 3a + 2bx ⇒ (x) = 6ax + 2b ⇒ ( ) = 0 ⇒ 6a × + 2b = 0 ⇒ 3a + 2b = 0f ′ x2 f ′′ f ′′ 1
2

1
2

 
{−2 a + b = 1

3a + 2b = 0
⇒ {

−2a − 2b = −2
3a + 2b = 0
– –––––––––––
a = −2 ⇒ b = 3 ⇒ f(x) = −2 + 3 + 1x3 x2

f(x) = + a + bx + cx3 x2

(0, 0) ⇒ f(0) = 0 ⇒ 0 + 0 + 0 + c = 0 ⇒ c = 0 ⇒ f(x) = + a + bxx3 x2
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 طول نقاط اکسترمم نسبی، همان ریشۀ مشتق اول تابع است، پس:

- 11

 طول نقطۀ تقاطع مجانب ها برابر با مجانب قائم و عرض این نقطه برابر با مجانب افقی است. پس داریم:

: مجانب قائم      نقطۀ تقاطع مجانب ها   :مجانب افقی     

- 12

 مشتق همواره مثبت است، پس تابع اکیداً صعودي است و اکسترمم نسبی ندارد، بنابراین مورد «پ» و «ت» نمی توانند نمودار این تابع باشند.

 

 نقطۀ  نقطۀ عطف تابع است، پس مورد «ب» نمودار این تابع است.

- 13

 نقطۀ بحرانی 

   نقطۀ  نقطۀ بحرانی تابع است.

 مقدار مینیمم مطلق ,  مقدار ماکزیمم مطلق

نقطۀ  مینیمم نسبی و مطلق تابع است و نقطۀ  ماکزیمم مطلق تابع است.

نقطۀ بحرانی 

 مقدار ماکزیمم مطلق و  مقدار مینیمم مطلق    

 نقاط  و  ماکزیمم مطلق و نقطۀ  مینیمم نسبی و مطلق است. در ضمن نقطۀ  نقطۀ بحرانی تابع است.

 با رسم تابع داده شده داریم:

(x) = 3 + 2ax + b ⇒ (x) = 6x + 2a ⇒ (0) = 0 ⇒ 0 + 2a = 0 ⇒ a = 0f ′ x2 f ′′ f ′′

⇒ f(x) = + bxx3

(x) = 3 + bf ′ x2

x = ±2 ⇒ (±2) = 0 ⇒ 12 + b = 0 ⇒ b = −12f ′

f(x) =
ax + b

cx + d

f(−1) = 0 ⇒ = 0 ⇒ −a + b = 0 ⇒ a = b
−a + b

−c + d

y = 1x = 2(2, 1) ⇒

cx + d = 0 ⇒ x = − = 2 ⇒ d = −2c
d

c

= = ⇒ y = = 1 ⇒ a = clim
x→±∞

ax + b

cx + d
lim

x→±∞

ax

cx

a

c

a

c

d = −2c d = −2a−→−
c=a

y = = = =
ax + b

cx + d

ax + a

ax − 2a
a(x + 1)

a(x − 2)

x + 1
x − 2

f(x) = + x − 2 ⇒ (x) = 3 + 1 > 0x3 f ′ x2

(x) = 6x = 0 ⇒ x = 0 ⇒ y = f(0) = −2 ⇒ (0, −2)f ′′

(0, −2)

⇒ y = f( ) = 3 × ( − 2 × + 5 =
1
3

1
3

)2 1
3

14
3

(x) = 6x − 2 = 0 ⇒ x =f ′ 1
3

( , )
1
3

14
3

x = −2 ⇒ y = f(−2) = 12 + 4 + 5 = 21

x = 1 ⇒ y = f(1) = 3 − 2 + 5 = 6

=
14
3

= 21

( , )
1
3

14
3

(−2, 21)x

(x) − 6x − 2f ′

y

−2

21

−

↘

1
3
0

14
3

+

↗

1

6

(x) = 3 − 3 = 0 ⇒ = 1 ⇒ x = ±1 ⇒ x = 1f ′ x2 x2

x = −1 ⇒ y = f(−1) = −1 + 3 = 2 , x = 1 ⇒ y = f(1) = 1 − 3 = −2

= 2= −2x = 2 ⇒ y = f(2) = 8 − 6 = 2

(−1, 2)(2, 2)(1, −2)(1, −2)x

(x) = 3 − 3f ′ x2

y

−1
0
2

−

1
0

−2
+

2

2

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

x−−√

4 − x

0 ≤ x < 2

x ≥ 2

x

y

0

0

2

2
−−

√

 x

y

2
2

4
0
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 نقطۀ  نقطۀ بحرانی تابع است زیرا تابع در این نقطه ناپیوسته و مشتق ناپذیر است.

، نقطۀ ماکزیمم نسبی و ماکزیمم مطلق تابع است. تابع مینیمم مطلق ندارد. در ضمن نقطۀ 

2 31 4

1
2

3

2

x

y

روش دوم:

 همواره مخالف صفر است، پس نقاط بحرانی نقاطی خواهند بود که مشتق تابع در آن تعریف نشده است.

 

 پس نقطۀ  تنها نقطۀ بحرانی تابع است.

با توجه به جدول بالا نقطۀ  نقطۀ ماکزیمم تابع  است. پس این نقطه هم ماکزیمم نسبی و هم ماکزیمم مطلق است.

- 14

 تابع چند جمله اي  در کل  مشتق اول و دوم دارد.

 

 مشتق دوم در نقطۀ  تغییر علامت می دهد.

 

 تقعر منحنی در  عوض می شود ولی چون تابع در  تعریف نشده است پس این نقطه، نقطۀ عطف نیست.

 تابع  در کل  پیوسته است و داریم:

 

(2, 2)

(2, 2)

(x) =f ′

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

1
2 x−−√

−1

0 < x < 2

x > 2
(x)f ′

(2) = −1 , (2) = ⇒ (2) ≠ (2)f ′
+ f ′

−

1

2 2
−−

√
f ′

+ f ′
−

x = 2

f(2) = 2 , f(0) = 0

x

f ′

f

0

0

+

↗

2
ت
ن
2

−

↘

+∞

−∞

(2, 2)f

f(x) = − − 3x + 4 = R
1
3
x3 x2 Df

fR

(x) = − 2x − 3 ⇒ (x) = 2x − 2 = 0 ⇒ x = 1f ′ x2 f ′′

⇒

x

(x) = 2x − 2f ′′

−∞

−

⌢

1
0 +

⌣

+∞
⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x < 1 ⇒ تقعر رو بھ پایین
x > 1 ⇒ تقعر رو بھ بالا

x = 1 ⇒ y = − 1 − 3 + 4 = ⇒ (1, )
1
3

1
3

1
3

نقطۀ عطف

f(x) = , = R − {1} ⇒ (x) = =
x + 1
x − 1

Df f ′ x − 1 − (x + 1)

(x − 1)2

−2
(x − 1)2

(x) = =f ′′ 0 − 2(x − 1) × (−2)

(x − 1)4

4
(x − 1)3

x = 1

⇒

x

(x) =f ′′
4

(x − 1)3

−∞

−

⌢

1
ت
ن

+

⌣

+∞

x < 1 ⇒ تقعر رو بھ پایین
x > 1 ⇒ تقعر رو بھ بالا

x = 1x = 1

f(x) = = Rx + 1
− −−−−

√3 Df

fR

f(x) = (x + 1 ⇒ (x) = (x + 1 = (x + 1)

1
3 f ′ 1

3
)

−1
1
3

1
3

)
−

2
3

⇒ (x) = (− )(x + 1 = − (x + 1 = − × =f ′′ 1
3

2
3

)
− −1

2
3

2
9

)
−

5
3

2
9

1

(x + 1)5
− −−−−−−

√3
−2

9 (x + 1)5
− −−−−−−

√3

⇒

x

(x) =f ′′
−2

9 (x + 1)5
− −−−−−−

√3

−∞

+

⌣

−1
ت
ن

−

⌢

+∞

x < −1 ⇒ تقعر رو بھ بالا
x > −1 ⇒ تقعر رو بھ پایین
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 تابع در  مماس قائم دارد. 

 پس نقطۀ  عطف قائم تابع است.

- 15

ها  محل برخورد با محور 

ها  محل برخورد با محور 

اکسترمم نسبی 

همواره تقعر رو به بالا دارد. 

1
1

2

y

x
1-

 

ها  محل برخورد با محور 

 نقاط  و  اکسترمم هاي نسبی هستند.

نقطۀ عطف  

x = −1(x) = ⇒ (−1) = +∞f ′ 1

3 (x + 1)2
− −−−−−−

√3
f ′

x = −1

f(x) = 2 − 4x + 1 , = Rx2 Df

yx = 0 ⇒ y = 1 ⇒ (0, 1)

xy = 0 ⇒ 2 − 4x + 1 = 0 ⇒ Δ = 16 − 8 = 8 ⇒ x = = 1 ±x2
4 ± 2 2

−−
√

4

2
−−

√

2

f(x) = (2 − 4x + 1) = 2 = 2(±∞ = 2(+∞) = +∞lim
x→±∞

lim
x→±∞

x2 lim
x→±∞

x2 )2

(x) = 4x − 4 = 0 ⇒ x = 1 ⇒ y = f(1) = 2 − 4 + 1 = −1 ⇒ (1, −1)f ′

(x) = 4 > 0 ⇒f ′′

x

(x) = 4x − 4f ′

(x) = 4f ′′

f(x)

−∞

+∞

−

+

↘

0

1

−

+

↘

1
0

−1

+

+

↗

+∞

+∞

f(x) = − 5x + 5 , = Rx3 Df

yx = 0 ⇒ y = 5 ⇒ (0, 5)

f(x) = ( − 5x + 5) = ⇒lim
x→±∞

lim
x→±∞

x3 lim
x→±∞

x3
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= +∞lim
x→+∞

x3

= −∞lim
x→−∞

x3

(x) = 3 − 5 = 0 ⇒ = ⇒ x = ±f ′ x2 x2 5
3

5
3

−−

√

x = ⇒ y = f( ) = − 5 + 5 = − + 5 ≃ 0٫7
5
3

−−

√
5
3

−−

√
5
3

5
3

−−

√
5
3

−−

√
10
3

5
3

−−

√

x = − ⇒ y = f(− ) = − + 5 + 5 = + 5 ≃ 9٫3
5
3

−−

√
5
3

−−

√
5
3

5
3

−−

√
5
3

−−

√
10
3

5
3

−−

√

( , 0٫7)
5
3

−−

√(− , 9٫3)
5
3

−−

√

(x) = 6x = 0 ⇒ x = 0 ⇒ y = f(0) = 5 ⇒ (0, 5)f ′′

x

(x) = 3 − 5f ′ x2

(x) = 6xf ′′

f(x)

−∞

−∞

+

−

↗

−
5
3

−−

√

0 −

−

↘

0

0
5

−

+

↘

5
3

−−

√

0 +

+

↗

+∞

+∞
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0/7

5

x

y

9/3

5
3-

5
3

 نقاط  و  اکسترمم هاي نسبی تابع هستند.

 

نقطۀ عطف 

1-2-

1

2 32
27
16
27

2- 3
4- 3

y

x

f(x) = −x(x + 2 = −x( + 4x + 4) = − − 4 − 4x , = R)2 x2 x3 x2 Df

x = 0 ⇒ y = 0 ⇒ (0, 0), y = 0 ⇒ −x(x + 2 = 0 ⇒ x = 0, x = −2 ⇒ (−2, 0))2

f(x) = (− − 4 − 4x) = (− ) ⇒lim
x→±∞

lim
x→±∞

x3 x2 lim
x→±∞

x3
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

(− ) = −∞lim
x→+∞

x3

(− ) = +∞lim
x→−∞

x3

(x) = −3 − 8x − 4 = 0 ⇒ Δ = 64 − 48 = 16 ⇒ x = ⇒ x = −2, −f ′ x2 8 ± 4
−6

2
3

x = −2 ⇒ y = f(−2) = 0, x = − ⇒ y = f(− ) = (− + 2 = × =
2
3

2
3

2
3

2
3

)2 2
3

16
9

32
27

(−2, 0)(− , )
2
3

32
27

(x) = −6x − 8 = 0 ⇒ x = − = − ⇒ y = f(− ) = (− + 2f ′′ 8
6

4
3

4
3

4
3

4
3

)2

⇒ y = × = ⇒ (− , )
4
3

4
9

16
27

4
3

16
27

x

(x) = −3 − 8x − 4f ′ x2

(x) = −6x − 8f ′′

f(x)

−∞

+∞

−

+

↘

−2

0

0

+

+

↗

−
4
3

0
16
27

+

−

↗

−
2
3

0

32
27

−

−

↘

0

0

−

−

↘

+∞

−∞

f(x) = , = R − {2}
2x − 1
x − 2

Df

x − 2 = 0 ⇒ x = 2 ⇒ ( ) ⇒ ⇒ x = 2lim
x→2

2x − 1
x − 2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= = +∞lim
x→2+

2x − 1
x − 2

3

0+

= = −∞lim
x→2−

2x − 1
x − 2

3

0−

مجانب قائم
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1

1 2

2

x

y

 

مجانب افقی 

ها  محل برخورد با محور 

ها  محل برخورد با محور 

مشتق همواره منفی 

 تابع اکسترمم نسبی ندارد.

 

 تقعر منحنی در نقطۀ  عوض می شود.

مجانب افقی 

ها  ها و  محل برخورد با محور 

مشتق همواره منفی 

 تابع اکسترمم نسبی ندارد.

 

 تقعر منحنی در  عوض می شود.

12 x

y

--
1-

3-

 

f(x) = ( ) = = 2 ⇒ y = 2lim
x→±∞

lim
x→±∞

2x − 1
x − 2

lim
x→±∞

2x
x

yx = 0 ⇒ y =
1
2

xy = 0 ⇒ = 0 ⇒ 2x − 1 = 0 ⇒ x =
2x − 1
x − 2

1
2

(x) = = = < 0 ⇒f ′ 2(x − 2) − 1(2x − 1)

(x − 2)2

2x − 4 − 2x + 1
(x − 2)2

−3
(x − 2)2

(x) = = ⇒ x < 2 ⇒ < 0 , x > 2 ⇒ > 0f ′′ 0 − 2(x − 2)(−3)

(x − 2)4

6
(x − 2)3

f ′′ f ′′

x = 2

x

(x) =f ′
−3

(x − 2)2

(x) =f ′′
6

(x − 2)3

f(x)

−∞

2

−

−

↘

0

1
2

−

−

↘

1
2

0

−

−

↘

2

ت
ن

+∞

−∞

−

+

↘

+∞

2

f(x) = , = R − {−3}
−x

x + 3
Df

x + 3 = 0 ⇒ x = −3 ⇒ ⇒ x = −3lim
x→−3

−x

x + 3

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= = −∞lim
x→(−3)−

−x

x + 3
3

0−

= = +∞lim
x→(−3)+

−x

x + 3
3

0+

مجانب قائم

= = −1 ⇒ y = −1lim
x→±∞

−x

x + 3
lim

x→±∞

−x

x

xyx = 0 ⇒ y = 0 ⇒ (0, 0)

(x) = = = < 0f ′ −1(x + 3) − 1(−x)

(x + 3)2

−x − 3 + x

(x + 3)2

−3
(x + 3)2

(x) = = ⇒ x < −3 ⇒ < 0 , x > −3 ⇒ > 0f ′′ 0 − 2(x + 3)(−3)

(x + 3)4

6
(x + 3)3

f ′′ f ′′

x = −3

x

(x) =f ′
−3

(x + 3)2

(x) =f ′′
6

(x + 3)3

f(x)

−∞

−1

−

−

↘

−3

ت
ن

+∞

−∞

−

+

↘

0

0

−

+

↘

+∞

−1
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