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، بیشترین مقدار و کم ترین مقدار تابع  در بازه ي  قرینه ي یکدیگرند؟ به ازاي کدام مقدار  - 1kf (x) = − 3 + kx3 x2[1, 3]
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تعداد نقاط بحرانی تابع  با ضابطه ي  در بازه ي    کدام است؟ - 2ff(x) = | sinx|(− , )
π
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در منحنی  ، چند نقطه ي بحرانی وجود دارد؟ - 3

هیچ

y = x − 2x−−√3 x−−√3

1

2

3

تعداد نقاط بحرانی کدام یک از توابع زیر از دیگر توابع بیشتر است؟ - 4

f(x) = 3x + |x|

f(x) = x|x|

f(x) = x + |x|

f(x) = − 1∣∣x
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نمودار تابع   در کدام یک از بازه هاي زیر نزولی است؟ - 5y =
x − 1

+ 1x2
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، کمترین مقدار تابع   کدام است؟ اگر  - 6

صفر
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تابع با ضابطه ي  .................. - 7

یک  و یک  نسبی دارد.

دو  نسبی دارد.

دو  نسبی دارد.

فقط یک  نسبی دارد.
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تابع  با نمودار زیر مفروض است، این تابع چند نقطه ي بحرانی دارد؟  - 8f
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مجموعه ي طول هاي نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  کدام است؟ - 9f(x) = ( − 28) ⋅x2 x−−√3
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مستطیل  محاط در دایره به قطر  واحد را حول طول آن دوران می دهیم تا  استوانه هاي قائم ایجاد شود. وقتی حجم این استوانه ها بیشترین مقدار را - 10
دارد، ارتفاع آن کدام است؟
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نقاط بحرانی تابع  با ضابطۀ  در بازة  کدام است؟ - 11ff(x) = −x4
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بیش ترین مقدار عبارت  در بازه ي  کدام است؟   - 12y = x + sinxcos2[0, 2π]
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به ازاي کدام مقادیر  ، نمودار تابع  صعودي است؟ - 13xy = 1 − 4x2
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نمودار  در کدام فاصله نزولی است؟  - 14y = (x + 1)(x − 1)
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اگر تابع  در نقطه ي  داراي اکسترمم نسبی باشد، الزاماً تابع  چگونه است؟     - 15

در پیوسته

در همسایگی، تعریف شده

در مشتق پذیر

fcf

(c) = 0f ′

c

c

کم ترین مقدار تابع با ضابطه ي  در بازه ي  کدام است؟ - 16f(x) = − 3 − 9xx3 x2[−1, 4]

−27

−24

−20

−11

ماکسیمم تابع  در فاصله ي  چقدر است؟ - 17y = − |x|[−1, 1]
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، کدام است؟ ، در بازه ي  بیش ترین مقدار تابع  - 18y = − 3 − 9x + 5x3 x2[−2, 2]
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، بیشترین مقدار را داشته باشد؟ نقطه اي با کدام طول بر روي محور  ها انتخاب شود، به طوري که تفاضل فواصل آن، از دو نقطۀ  و  - 19xA
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بیشترین مقدار تابع  در بازه ي  کدام است؟ - 20y = x − sinxsin2[0, 2π]
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تابع   در کدام یک از بازه هاي زیر نزولی است؟ - 21y = − 2 + 7x4

4
x2

(−∞, 0)
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در تابع  شیب خطی که نقاط ماکسیمم و مینیمم را به هم وصل می کند، چقدر است؟ - 22y = 2 − 9 + 12xx3 x2
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مجموعه ي طول نقاط بحرانی تابع  کدام است؟ - 23y = (x − 2)x−−√3
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تابع   در  چند نقطه ي بحرانی دارد؟ - 24f(x) = | cosx|(0, 4π)
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شکل زیر نمودار تابع  است. تعداد نقاط بحرانی تابع  کدام است؟ - 25y = f(x + 2)f(x)
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محیط شکل مقابل  است. اگر مساحت آن ماکسیمم باشد،  نسبت  برابر کدام است؟ - 2624
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، با کدام ارتفاع، کم ترین مقدار جنس مصرف می شود؟ در ساخت یک قیف به شکل مخروط قائم به حجم  - 27
π
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، داراي .................. مینیمم نسبی و .................. ماکسیمم نسبی می باشد. (به ترتیب از راست به چپ) تابع  - 28

 و 

 و 

 و 

 و 

f(x) = | − x|x2
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در بین همۀ مخروط هاي قائم که طول مولد آنها ثابت است، آن که بیش ترین حجم را دارد در نظر می گیریم. نسبت ارتفاع به شعاع قاعدة آن کدام - 29
است؟
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محیط مستطیلی  است. ماکسیمم مساحت آن کدام است؟ - 30P
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براي محاسبه ي اکسترمم هاي مطلق در توابع پیوسته باید عرض هاي نقاط بحرانی را محاسبه نموده و با مقادیر تابع در ابتدا و انتهاي بازه مقایسه نمود. گزینه 2 - 1

نقاط بحرانی تابع  را در بازه ي  می یابیم. لذا داریم:

راه اول: با رسم شکل، مشاهده می شود نقاط  نقاط بحرانی می باشند. گزینه 4 - 2

در نقاط  مشتق ناپذیر بوده و مشتق تابع در نقاط  برابر صفر می باشد.

نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. گزینه 3 - 3

. دامنه ي تعریف تابع مجموعه ي اعداد حقیقی است 

 

  مخرج  و    صورت

 پس تابع دو نقطه ي بحرانی دارد.

هر  گزینه ي داده شده را رسم می کنیم. گزینه 3 - 4

یک نقطه ي بحرانی در  دارد.

( نقطه ي گوشه و در نتیجه مشتق ناپذیر است)

یک نقطه ي بحرانی در  دارد.

(در  مشتق برابر صفر است)

به علت وجود خط افقی، بی شمار نقطه ي بحرانی دارد.

f(x)[1, 3]

(x) = 3 − 6x = 0 ⇒ {f
′
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-1 1

1
سه نقطه ي بحرانی در  و  و  دارد.

( و  نقاط گوشه و در نتیجه مشتق ناپذیرند و در  مشتق برابر صفر است).
گزینه 1 - 5

دقت کنید مخرج این کسر صفر نمی شود و همواره تعریف شده است. از عبارت مشتق گرفته و کوچکتر از صفر قرار می دهیم.

   یا 

) نباشد. ) و   (تقریباً  هاي بین   (تقریباً  پس باید گزینه اي را انتخاب کنیم که شامل 

چون  است  می باشد و می دانیم :    گزینه 2 - 6

 :پس

بنابراین کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.
نمودار تابع را رسم می کنیم. گزینه 2 - 7

3

1

- 2 - 1
- 1

1
2 3

با توجه به نمودار تابع واضح است که این تابع دو  نسبی در نقاطی به طول هاي صفر و یک دارد.
گزینه 3 - 8

( به دلیل نابرابري مشتق هاي راست و چپ و در نتیجه مشتق ناپذیري) و در  (مشتق صفر است) و  باتوجه به نمودار، تابع  در نقاط 

، تابع  تعریف نمی شود در نتیجه بحرانی نمی باشد. (ناپیوستگی و در نتیجه مشتق ناپذیري) بحرانی است. دقت کنید در 
x

y

a b c0

گزینه 3 - 9
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد.

دامنه ي تعریف تابع، مجموعه ي اعداد حقیقی است، یعنی  است.

 صورت

 مخرج

پس طول هاي نقاط بحرانی این تابع  و  و  می باشند.

مطابق شکل، مستطیل محاط در دایره را حول ضلع به طول  دوران می دهیم تا استوانه اي با ارتفاع  و شعاع قاعدة  حاصل شود. بنابراین می خواهیم  ماکسیمم شود. از گزینه 2 - 10

آنجا که  درنتیجه داریم:

a
b
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گزینه 3 - 11
نقاط بحرانی، نقاطی از دامنۀ تعریف هستند که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد.

01−1

x = 1x = −1x = 0

4) y = | − 1|x2

= = < 0 ⇒ − + 2x + 1 < 0 ⇒ − 2x − 1 > 0y ′ 1( + 1) − 2x(x − 1)x2

( + 1)x2 2
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( + 1)x2 2

  
ھمواره مثبت
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√
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√
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√x < 1 −− →−−−−
تعیین علامت

2
−−

√

x1 − 2
−−

√−0٫41 + 2
−−

√2٫4

x > 3x − 3 > 0a ≥ 0 , b ≥ 0 → a + b ≥ 2 ab
−−

√

x − 3 + ≥ 2 → x − 3 + ≥ 2
1

x − 3
(x − 3)( )

1
x − 3

− −−−−−−−−−−−

√
1

x − 3
2

} →
y = − 1 → y =x2 x2 را یک واحد بھ پائین منتقل می کنیم نمودار تابع
y = x − 2 → y = xنمودار تابع (نیمساز ناحیھ ی اول و سوم) را دو واحد بھ سمت راست منتقل می کنیم

Min

fx = bx = 0x = c

x = af

= (−∞, +∞)Df

f(x) = ( − 28) ⇒ (x) = 2x ⋅ + ( − 28)x2 x−−√
3 f ′ x−−√

3 1

3 x2−−√3
x2

= = =
6x + − 28x3−−√3 x2

3 x2−−√3

6 + − 28x2 x2

3 x2−−√3

7 − 28x2

3 x2−−√3

= 0 ⇒ 7 − 28 = 0 ⇒ = 4 ⇒ x = ±2x2 x2

= 0 ⇒ = 0 ⇒ x = 0x2

2−20

bbaV = π ba2

+ = 36a2 b2

= 36 − ⇒ V = π b = π(36 − )b = π(36b − )a2 b2 a2 b2 b3

⇒ (b) = π(36 − 3 ) = 0 ⇒ = 12 ⇒ b = 2V ′ b2 b2 3
−−

√
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 صورت

 مخرج

پس  و  طول نقاط بحرانی تابع هستند. 

گزینه 3 - 12

(چون وقتی  است آنگاه  است)

حال مقدار تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی حساب می کنیم.

 مطلق 

گزینه 1 - 13

براي بررسی صعودي یا نزولی بودن تابع مشتق اول را بررسی می کنیم ضمناً براي آنکه تابع، صعودي باشد باید  باشد.

گزینه 2 - 14

تابع در  پیوسته و مشتق پذیر است. از تابع، مشتق گرفته و کوچک تر از صفر قرار می دهیم.

اگر تابع  در نقطه ي  داراي اکسترمم نسبی باشد، الزاماً  در یک همسایگی، تعریف می شود اگر  طول  نسبی تابع باشد  از مقادیر تابع در یک همسایگی  بزرگ تر گزینه 3 - 15

بوده یا مساوي با آن هاست و اگر  طول  نسبی تابع باشد،  از مقادیر تابع در یک همسایگی  کوچک تر بوده یا مساوي با آن هاست.

گزینه 1 - 16

حال، مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول هاي نقاط بحرانی حساب می کنیم.

پس  کم ترین مقدار تابع است.

بهترین روش براي حل این مسأله رسم نمودار است. گزینه 2 - 17
y

-1 1 x

-1

گزینه 2 - 18

  

حال مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی حساب می کنیم.

بنابراین بیشترین مقدار تابع برابر  می باشد.

فاصلۀ دو نقطۀ  و  از هم برابر  است. گزینه 4 - 19

 نقطۀ  را در نظر می گیریم؛ داریم:

می خواهیم  ماکسیمم شود، بنابراین:

f(x) = − = − ⇒ (x) = − = (2 − ) = (2 − ) = ( )x4
−−

√3 x2
−−

√3 x

4
3 x

2
3 f ′

4

3
x

1
3

2

3
x

−
1
3

2

3
x

1
3 x

−
1
3

2

3
x−−√3

1

x−−√3

2

3

2 − 1x2
−−

√3

x−−√3

= 0 ⇒ 2 − 1 = 0 ⇒ = = ⇒ x = ± ∈ (−1, 1)x2
−−

√3 x2
−−

√3 1
2

−→−
توان3

x2 1
8

2
−−

√

4
= 0 ⇒ = 0 ⇒ x = 0 ∈ (−1, 1)x−−√

3

±
2
−−

√

4
0

y = x + sin x ⇒ y = 1 − x + sin x y = 1 − + A , A ∈ [−1, 1]cos2 sin2 − →−−−
sin x=A

A2

0 ≤ x ≤ 2π−1 ≤ sin x ≤ 1

= −2A + 1 = 0 ⇒ A =y
′ 1

2

Maxf(−1) = 1 − 1 − 1 = −1 , f(1) = 1 − 1 + 1 = 1 , f( ) = 1 − + = ⇒
1
2

1
4

1
2

5
4

> 0y ′

= −8x → → x < 0y ′ x

y ′

−∞

+

0
0 −

+∞

R

= 3 (x + 1) + = (x − 1 (3(x + 1) + x − 1) = (4x + 2) < 0y ′ (x − 1)
2

(x − 1)
3

)2
(x − 1)2

  
+

→ 4x + 2 < 0 → 4x < −2 → x < −
1
2

fcfcMaxf(c)c

cMinf(c)c

(x) = 3 − 6x − 9 = 0 ⇒ − 2x − 3 = 0 ⇒ (x − 3)(x + 1) = 0 ⇒ x = 3 , x = −1f ′ x2 x2

f(3) = −27 , f(−1) = 5 , f(4) = −20

f(3) = −27

⇒ = 0y
Max

= 3 − 6x − 9 = 0 {y ′ x2 − →−−−
a+c=b x = −1

x = − = 3
c

a
(در بازه قرار ندارد) غ ق ق

f(−2) = −8 − 12 + 18 + 5 = 3
f(−1) = −1 − 3 + 9 + 5 = 10
f(2) = 8 − 12 − 18 + 5 = −17

10

( , )x1 y1( , )x2 y2( − + ( −x1 x2)2 y1 y2)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−
√

M(x, y)d = AM − BM = −+ 25(x − 1)
2− −−−−−−−−−−

√ + 4(x − 7)
2− −−−−−−−−−

√

d
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 توجه کنید اگر  باشد، معادلۀ  جواب ندارد و اگر  باشد، معادلۀ  جواب ندارد.

گزینه 3 - 20

دقت کنید وقتی  است آنگاه  می باشد.

بنابراین بیشترین مقدار تابع برابر  می باشد.

گزینه 3 - 21

حال با استفاده از جدول تعیین علامت، بازه هایی را که تابع نزولی است   مشخص می کنیم:

گزینه 4 - 22

 

براي بدست آوردن شیب خط گذرنده از دو نقطه  و  از این فرمول استفاده می کنیم:

نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. گزینه 1 - 23

دقت کنید دامنه ي تعریف تابع داده شده  است.

  مخرج     و    صورت

گزینه 3 - 24

 نمودار  در  به صورت روبه رو است:

y = cos x

4 π

 نمودار تابع   در  به صورت روبه رو است.

4
2

3 7
222

5 π ππππ 3 π2ππ

، پس  نقطه ي بحرانی دارد. همان طور که ملاحظه می کنید، تابع  در این بازه، در چهار نقطه مشتق ناپذیر  و در سه نقطه مشتقی برابر صفر دارد 

می دانیم نقاط بحرانی یک تابع، یعنی نقاطی از دامنۀ تابع که مشتق تابع در آن ها صفر است یا موجود نیست. بنابراین: گزینه 2 - 25

، صرفاً نمودار آن را در جهت افقی حرکت می دهد و تأثیري برروي تعداد درست است که در اینجا با تابع  مواجه ایم، اما دقت کنید که اعمال قوانین انتقال از جنس جمع و تفریق بر روي 
نقاط بحرانی مورد بررسی ما ندارد، پس کافی است نقاط بحرانی همین نمودار داده شده را بیابیم:

= − = 0 ⇒ = (1)d ′
2(x − 1)

2 + 25(x − 1)2
− −−−−−−−−−−−

√

2(x − 7)

2 + 4(x − 7)2
− −−−−−−−−−−

√

x − 1

+ 25(x − 1)2
− −−−−−−−−−−−

√

x − 7

+ 4(x − 7)2
− −−−−−−−−−−

√

=− →−−
2 توان (x − 1)

2

+ 25(x − 1)
2

(x − 7)
2

+ 4(x − 7)
2

⇒ + 4 = + 25 → 4(x − 1 = 25(x − 7(x − 1)
2
(x − 7)

2
(x − 1)

2
(x − 7)

2
(x − 1)

2
(x − 7)

2
)2 )2

⇒ 2 |x − 1| = 5 |x − 7| 2x − 2 = 5x − 35 ⇒ x = 11−→−
x>7

1 ≤ x ≤ 7(1)x < 12|x − 1| = 5|x − 7|

y = x − sin x y = − A,A ∈ [−1, 1]sin2
− →−−−
sin x=A

A2

0 ≤ x ≤ 2π−1 ≤ sin x ≤ 1

= 2A − 1 = 0 → A = :y ′ 1
2

طول نقطھ ی بحرانی

y(−1) = 1 + 1 = 2 , y(1) = 1 − 1 = 0 , y( ) = − = −
1
2

1
4

1
2

1
4

2

= 4 − 4x = − 4x = x( − 4) = x(x − 2)(x + 2)y ′ x3

4
x3 x2

( < 0)y ′

→ x ∈ (−∞, −2) ∪ (0, 2)
x

y ′

−∞

−

−2
0 +

0
0 −

2
0 +

+∞

= 6 − 18x + 12 = 0 ⇒ 6(x − 2)(x − 1) = 0 ⇒ x = 1, 2 →y
′

x2
⎧
⎩⎨

x = 1 → y = 5 → A ∣
∣
1
5

x = 2 → y = 4 → B ∣
∣
2
4

AB

m = = = −1
−yA yB

−xA xB

5 − 4
1 − 2

= (−∞, +∞)Df

y = (x − 2) → = (x − 2) + → = =x−−√
3 y ′ 1

3 x2−−√3
x−−√

3 y ′ x − 2 + 3x

3 x2−−√3
4x − 2

3 x2−−√3

= 0 → 3 = 0 → x = 0x2
−−

√3= 0 → 4x − 2 = 0 → x =
1
2

y = cos x(0, 4π)

f(x) = | cos  x|(0, 4π)

f( , , , )
π

2
3π
2

5π
2

7π
2

(π, 2π, 3π)7

f(x + 2)x
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کاربرد مشتق

علی هاشمی



y

x
x1 x2

x3
x4

x5

x6 x7 x8

 

مشتق ناپذیر  نقطۀ گوشه 

مشتق ناپذیر  ناپیوسته 

 در آن ها برابر صفر است.  داراي خط مماس افقی 

مشتق ناپذیر  داراي خط مماس قائم 

 ضمناً دقت کنید که  متعلق به دامنه نیست و بحرانی نمی باشد. پس تعداد نقاط بحرانی همان  نقطه است:

 

گزینه 1 - 26

h
5 x 5 x

y y

3 x 3 x

6x

 محیط 

  مساحت مستطیل  مساحت مثلث  مساحت

 یک متغیره: 

 

گزینه 3 - 27

r

h

  ارتفاع  مساحت قاعده  حجم استوانه

یک متغیره:  :مساحت جانبی

مسئله را به کمک رسم شکل حل می کنیم. گزینه 3 - 28

 

 

⇒, →x1 x3

⇒, →x2 x7

f ′⇒, →x4 x6

⇒→x8

x57

, , , , , ,x8 x7 x6 x4 x3 x2 x1

= 16x + 2y = 24 → 2y = 24 − 16x → y = 12 − 8x→

= + 6xy = 3hx + 6xy
h(6x)

2
+=

12 + 6x(12 − 8x) = 12 + 72x − 48 = −36 + 72x− →−−−−−−−−−
=16 →h=4xh2 x2

(5x =(3x +)2 )2 h2

x2 x2 x2 x2

−72x + 72 = 0 → x = 1 y = 12 − 8 = 4 → =− →−−−
مشتق0=

− →−−−−
y=12−8x x

y

1
4

→ = π h → h = 1 → =
π

3
1
3

r2 r2 r2 1
h

×= ×
1
3

S = πrℓ = πr = π → S = π+r2 h2
− −−−−−

√ 1
h

−−

√ +
1
h

h2
− −−−−−

√ h +
1
h2

− −−−−−

√

π × = 0 → 1 = → = 2 → h =− →−−−
مشتق0= 1 −

2h
h4

2 h +
1
h2

− −−−−−

√

2
h3

h3 2
−−

√3

y = − x → S → Sx2

∣

∣

∣
∣
∣
∣

=
−b

2a
1
2

=
4ac − b2

4a
0 − 1

4

∣

∣

∣
∣
∣
∣

1
2
−1
4

y = 0 → x(x − 1) = 0 → x = 0 , x = 1
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کاربرد مشتق

علی هاشمی



1
2

1
4

_
x

y

0 1

y __ xx2_

1
4

0 1
2

1

y ____ xx2_

 تابع  در  و  داراي مینیمم نسبی و در  داراي ماکسیمم نسبی است.

بنابر فرض مسئله،  (طول مولد مخروط ها) ثابت است. گزینه 2 - 29

r

h  

 یک متغیره :  ارتفاع  مساحت قاعده 

 

 

y برابر  است.

x

محیط مستطیل گزینه 4 - 30

 

  :پس

fx = 0x = 1x =
1
2

ℓ

→ = + → = −ℓ2 h2 r2 r2 ℓ2 h2

= π h = π( − )h = π( h − )
1
3

r2 1
3

ℓ2 h2 1
3

ℓ2 h3×V = ×
1
3

π( − 3 ) = 0 → = 3 → =− →−−−
مشتق0= 1

3
ℓ2 h2 ℓ2 h2 h2 ℓ2

3

= − = → = =− →−−−−−
= −r2 ℓ2 h2

r2 ℓ2 ℓ2

3
2ℓ2

3
h

r

ℓ

3
−−

√

ℓ2
−−

√

3
−−

√

1

2
−−

√

P = 2(x + y)

P = 2(x + y) ⇒ y = − x = x ⋅ ( − x) = − + x
P

2
− →−−
S=xy

S ′ P

2
x2 P

2

−2x + = 0 → x = y = − =− →−−−
مشتق0= P

2
P

4
− →−−−−

y= −x
P

2 P

2
P

4
P

4

Max xy = ( )( ) =
P

4
P

4
P 2
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کاربرد مشتق

علی هاشمی



1 - 2

2 - 4

3 - 3

4 - 3

5 - 1

6 - 2

7 - 2

8 - 3

9 - 3

10 - 2

11 - 3

12 - 3

13 - 1

14 - 2

15 - 3

16 - 1

17 - 2

18 - 2

19 - 4

20 - 3

21 - 3

22 - 4

23 - 1

24 - 3

25 - 2

26 - 1

27 - 3

28 - 3

29 - 2

30 - 4
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