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نمودار تابع   ، روي بازهي   در چند نقطه بیشترین مقدار را دارد؟ - 1y = −4 cos( − 3πx)
π
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اگر تابع  در  ماکسیمم یا می نیمم نسبی داشته باشد،  چند مقدار صحیح را نمی تواند بپذیرد؟ - 2
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مجموعه ي طول نقاط بحرانی تابع   کدام است؟ - 3
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، نمودار تابع   چند نقطه ي بحرانی دارد؟ اگر  - 4f(x) = − xx2fof(x)
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، منحنی تابع   نقطه ي بحرانی دارد اما نقطه ي ماکسیمم یا مینیمم ندارد؟ به ازاي کدام مقدار  - 5af(x) = 2 − 6 + ax + 1x3 x2
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تابع با ضابطه ي  در کدام بازه نزولی است؟ - 6y = (x − 1)|x|
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تابع  با ضابطه   همواره صعودي است. حدود تغییرات  کدام است؟ - 7ff(x) = + a + xx3 x2a
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بیشترین مقدار تابع با ضابطه ي   کدام است؟ - 8
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بیش ترین مقدار تابع با ضابطه ي   روي بازه ي   کدام است؟ - 9f(x) = ( + 4x + 3)x2
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وضعیت یکنوایی تابع   چگونه است؟ ( نشان دهنده جزء صحیح است) - 10

اکیداً صعودي

اکیداً نزولی

هم صعودي و نزولی

غیر یکنوا

f(x) = [ ]
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+ 1x2
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نمودار تابع  با ضابطه ي  فقط یک اکسترمم نسبی دارد. آن گاه عرض نقطه ي اکسترمم نسبی کدام است؟ - 11ff(x) =
+ kx + 4x2

+ 2x + 6x2
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تابع  در  مشتق پذیر است. اگر نمودار تابع  به شکل زیر باشد، این تابع چند ماکسیمم نسبی و چند مینیمم نسبی دارد؟ - 12

 ماکسیمم نسبی و  مینیمم نسبی

 ماکسیمم نسبی و  مینیمم نسبی

 مینیمم نسبی و  ماکسیمم نسبی

 مینیمم نسبی و  ماکسیمم نسبی

fRy = (x)f ′
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تابع  در بازه ي  چند نقطه ي بحرانی دارد؟ - 13

صفر
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مجموعه ي طول نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  کدام است؟ - 14f(x) = (4 − x)x
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دو برابر عددي از عدد دیگر  واحد بیشتر است. اگر حاصلضرب آن ها مینیمم باشد، مجموع آن دو عدد کدام است؟ - 156
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، کدام است؟ ، در بازة  مقادیر مینیمم و ماکسیمم مطلق تابع با ضابطۀ  - 16

 و 

 و 

 و 

 و  

f(x) = − − 15x
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بیش ترین مساحت از مثلث هاي قائم الزاویه اي که مجموع یک ضلع زاویۀ قائمه و وتر آن برابر  باشد، کدام است؟ - 176
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تابع  در چه تعداد از نقاط بحرانی اش مشتق پذیر است؟ - 18
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تابع با ضابطه ي  در  داراي نقطه ي بحرانی است. مجموعه ي مقادیر  کدام است؟ - 19f(x) = − 5x5 x4
− −−−−−−
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اگر تابع هایی به صورت  داراي ماکسیمم و مینیمم نسبی با طول هاي مثبت باشند، حدود  کدام - 20
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، یک استوانه ي دوار و قائم با بیشترین حجم ممکن محاط کرده ایم. نسبت شعاع استوانه به ارتفاع آن، کدام است؟ درون کره اي به شعاع  - 21R
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اگر مجموع طول هاي نقاط بحرانی تابع  برابر  باشد، حاصل  ضرب طول هاي نقاط بحرانی کدام - 22
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مجموع ماکسیمم و مینیمم مطلق تابع  در فاصله ي  کدام است؟ - 23

صفر

f(x) = |x|(x + 1)[−2, 1]
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، تابع  چند ماکسیمم نسبی دارد؟ اگر تابع در  مشتق پذیر باشد و   - 24

صفر

fR(x) = ( − 3x + 2)( − 10x + 9)f ′ x2 x2f
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نقطه اي به طول  براي تابع با ضابطه ي  چگونه است؟ - 25

زاویه دار

ماکسیمم نسبی

مینیمم نسبی

مشتق ناپذیر

x = 0y =
+ 1x2

1 − x2

نقاط بحرانی تابع با ضابطۀ  سه رأس یک مثلث اند. نوع این مثلث کدام است؟ - 26

متساوي الاضلاع

فقط متساوي الساقین

فقط قائم الزاویه

قائم الزاویه و متساوي الساقین

f(x) = (x − 2x2 )2

ماکسیمم مطلق تابع با ضابطۀ  کدام است؟ - 27f(x) =
1

− 4 + 4 + 5x4 x3 x2
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می نیمم مطلق تابع با ضابطه ي  روي بازه ي  کدام است؟ - 28f(x) = − −
x4
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کم ترین مقدار تابع  در بازه ي  کدام است؟ - 29

صفر
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مجموعه ي طول هاي نقاط بحرانی تابع با ضابطه ي  کدام است؟ - 30f(x) = |x − 2| x2
−−

√3

{ }0, , 24
5

{ }0, , 22
3

{ }0, 1

{ }, 22
3

8

کاربرد مشتق

علی هاشمی



براي آنکه تابع   روي بازهي  بیشترین مقدار را داشته باشد، باید حاصل   کمترین مقدار، یعنی مقدار  را به خود بگیرد. گزینه 3 - 1

پس داریم:

 

حال براي تعیین تعداد جوابهاي این معادله در بازهي  کافی است به  اعداد صحیح را نسبت دهیم:

، داراي  جواب است. بنابراین معادله ي فوق در بازه ي 

براي حل این تست از رسم شکل کمک می گیریم. گزینه 2 - 2
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  از ترکیب این دو شکل، شکل زیر حاصل می گردد.
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دقت کنید اگر  باشد در این صورت  طول  نسبی است و اگر  باشد در این صورت  طول  نسبی است بنابراین  نمی تواند سه مقدار صحیح  و  و

 را قبول کند.

روش اول: در توابع   از حل معادلات   طول نقاط بحرانی بدست می آید. گزینه 3 - 3

 

پس مجموعه ي طول هاي نقاط بحرانی تابع عبارتند از:  

 روش دوم: تابع داده شده را رسم میکنیم: 
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 در  و  مشتق وجود ندارد (نقاط زاویهدار) و در  مشتق برابر صفر است.

گزینه 3 - 4
نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد.

ابتدا  را تشکیل داده و سپس مشتق آن را مساوي صفر قرار می دهیم.

بنابراین تابع  نقطه ي بحرانی دارد.

گزینه 3 - 5

باید   ریشه داشته باشد، اما تغییر علامت ندهد، یعنی مشتق ریشه ي مضاغف داشته باشد:

گزینه 1 - 6

حال با استفاده از جدول تعیین علامت، داریم:

  یا 

دقت کنید چون  ریشه ساده داخل قدرمطلق می باشد تابع در  مشتق ناپذیر است.

براي اینکه تابع صعودي باشد مشتق باید همواره مثبت باشد و شرط آنکه یک عبارت درجه دوم، مثبت باشد آن است که  و ضریب  منفی باشد. گزینه 3 - 7

  

با کمی دقت متوجه می شویم مخرج کسر به صورت   است، بنابراین تابع به صورت     در می آید. گزینه 2 - 8

، برابر  خواهد بود (کمترین مقدار مخرج وقتی است که عبارت درجه ي دوم صفر گردد) بنابراین بیشترین مقدار تابع برابر  است. (کسري که صورتش یک پس حداقل مقدار مخرج در  

عدد مثبت است وقتی  است که مخرجش  گردد)

گزینه 2 - 9
کافی است مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی بدست آورده و با هم مقایسه کنیم.

در  و   مشتق وجود ندارد.(مخرج مشتق را مساوي صفر قرار دادیم)

بنابراین بیشترین مقدار تابع،  می باشد.

ابتدا ضابطه ي تابع  را به صورت زیر ساده می کنیم: گزینه 3 - 10

 

، پس  ، بنابراین   پس ضابطه ي  به صورت   است که تابعی ثابت است، در نتیجه تابع  هم صعودي و از طرفی می دانیم  

نزولی است.

براي تعیین نقطه ي اکسترمم نسبی، ریشه یا ریشه هاي ساده ي مشتق را می یابیم. گزینه 4 - 11
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⇒ (fof(x) = 2( − x)(2x − 1) − (2x − 1) = (2 − 2x − 1) = 0)′ x2 (2x − 1)
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چون در صورت سوال قید شده تابع فقط داراي یک اکسترمم نسبی است پس باید صورت کسر مشتق، فقط یک ریشه ي ساده داشته باشد یعنی صورت از درجه اول است پس 

عرض اکسترمم  

با توجه به نمودار مقابل، تابع  را تعیین علامت می کنیم. گزینه 3 - 12
y

x
a b c

f΄( x (

با توجه به جدول بالا و با استفاده از آزمون مشتق اول، نتیجه می گیریم تابع  در نقاط  و  داراي مینیمم نسبی و در نقطه ي  داراي ماکسیمم نسبی است، بنابراین گزینه ي  پاسخ است.

به نقاطی از درون دامنه ي تعریف که در آن نقاط، مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد نقاط بحرانی گویند. گزینه 2 - 13

، مشتق وجود ندارد و بحرانی می باشد. بنابراین تابع داده شده در بازه ي مورد نظر داري دو نقطه ي بحرانی است. به ازاي 

به نقاطی از درون دامنه ي تعریف که در آن نقاط مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد نقاط بحرانی گویند. گزینه 1 - 14

بحرانی: 

، مشتق وجود ندارد بنابراین بحرانی است. به ازاي 

گزینه 1 - 15

 یک متغیره :  :پس

گزینه 2 - 16

تابع  در بازة داده شده پیوسته و مشتق پذیر است. از تابع مشتق می گیریم و طول نقاط بحرانی را به دست می آوریم:

 

   

اکنون باید مقدار تابع را به ازاي طول نقاط بحرانی به دست آوریم.
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غ ق ق (در دامنھ قرار ندارد)

x = −
1
2

x = 0

f(x) = 4 − → (x) = − = (3 − 2 )x

3
5 x

8
5 f ′ 12

5
x

−
2
5

8
5

x

3
5

4
5

x
−

2
5 x

3
5

= ( − 2 ) = ( ) = 0 → 3 − 2x = 0 → x =
4
5

3

x2−−√5
x3
−−

√5 4
5

3 − 2x

x2−−√5
3
2

x = 0

2x = y + 6 → y = 2x − 6

4x − 6 = 0 → x =− →−−−
مشتق0= 3

2
xy = x(2x − 6) = 2 − 6xx2

y = 3 − 6 = −3 → x + y = − 3 = −− →−−−
y=2x−6 3

2
3
2

f

f(x) = − − 15x → f (x) = − 2x − 15 = (x − 5)(x + 3) = 0
1
3

x3 x2 ′
x2

 → { x = 5 → غ ق ق (در بازه قرار ندارد)
x = −3

f(−4) = − − 16 + 60 = ∼ 22٫6
64
3

68
3

f(3) = 9 − 9 − 45 = −45 → Min مطلق 

f(−3) = −9 − 9 + 45 = 27 → Max مطلق 
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است. فرض مسئله به صورت  است. b
a

c

شکل مسئله به صورت گزینه 2 - 17

 

 :پس

یک متغیره : 

 :پس

به نقاطی از درون دامنه ي تعریف که در آن نقاط، مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد نقاط بحرانی گویند. گزینه 2 - 18

  

  

طول نقاط بحرانی که در این نقاط مشتق صفر است 

و توجه کنید در  مشتق وجود ندارد و بحرانی محسوب می شود بنابراین گزینه ي دوم صحیح است.

نقاط بحرانی نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آن نقاط، مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد. دامنه ي تعریف تابع داده شده برابر  است. گزینه 4 - 19

به ازاي  مشتق برابر صفر است و به ازاي  و  مشتق وجود ندارد.

گزینه 1 - 20

باید معادله ي  داراي دو ریشه ي متمایز مثبت باشد و می دانیم شرط آن که یک معادله ي درجه ي دوم داراي دو ریشه ي متمایز مثبت باشد آن است که  و  (ضرب دو

ریشه) و  (جمع دو ریشه) باشد.

 

 

 برقرار است 

از اشتراك جواب هاي به دست آمده به جواب  می رسیم.

، برابر است با: نکته: حجم استوانه اي با شعاع قاعده ي  و ارتفاع  گزینه 2 - 21

a + b = 6

= + → − = → (a + b)(a − b) = → 6(a − b) = → a − b =a2 b2 c2 a2 b2 c2 c2 c2 c2

6

→ → 2b = 6 − → b = 3 −

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a + b = 6

a − b =
c2

6

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

a + b = 6

−a + b = −
c2

6

c2

6
c2

12

S = bc = (3 − )(c) = (3c − )
1
2

1
2

c2

12
1
2

1
12

c3

(3 − ) = 0 → = 3 → = 12 → c = = 2− →−−−
0= مشتق 1

2
1
4

c2 1
4

c2 c2 12
−−

√ 3
−−

√

b = 3 − 1 = 2− →−−−−

b=3−
c2
12

= bc = (2)(2 ) = 2S
Max

1
2

1
2

3
−−

√ 3
−−

√

f(x) = − + 1 → (x) = − = (4 − )x

8
3 x

2
3 f ′ 8

3
x

5
3

2
3

x
−

1
3

2
3

x

5
3 x

−
1
3

= (4 − ) = ( ) = 0 → 4 − 1 = 0 → =
2
3

x5
−−

√3 1

x−−√
3

2
3

4 − 1x2

x−−√
3

x2 x2 1
4

→ x = ± :
1
2

x = 0

= (−∞, +∞)Df

f(x) = = (x) = =− 5x5 x4
− −−−−−−

√5 f ′ 1(5 − 20 )x4 x3

5 ( − 5x5 x4)4
− −−−−−−−−

√5
5 (x − 4)x3

5 ( (x − 5)x4 )4
− −−−−−−−−−

√5

= = =
(x − 4)x3

x16
 

⋅xx15

(x − 5)
4

− −−−−−−−−−

⎷
5

(x − 4)x3

x3 x(x − 5)
4− −−−−−−−

√5
x − 4

x(x − 5)
4− −−−−−−−

√5

→ { =صورت 0 → x − 4 = 0 → x = 4
مخرج = 0 → x(x − 5 = 0 → x = 0 , x = 5)4

x = 4x = 0x = 5

f(x) = − ( ) + 8x + 3 → (x) = 2 − (m − 2)x + 8
2
3

x3 m − 2
2

x2 f ′ x2

(x) = 0f ′Δ > 0> 0
c

a

> 0
−b

a

Δ > 0 → − 4ac > 0 → − 64 > 0 → > 64 →b
2

(m − 2)
2

(m − 2)
2

⎧

⎩⎨
m − 2 > 8 → m > 10
یا
m − 2 < −8 → m < −6

> 0 → > 0 → m − 2 > 0 → m > 2−b

a

m − 2
2

> 0 → > 0 →
c

a

8
2

m > 10

rhV = π hr2

12

کاربرد مشتق

علی هاشمی



2R h

2 r  

 استوانه

 

تابع داده شده یک تابع خطی است و ریشه هاي مشتق، نشان دهنده ي طول نقاط بحرانی این تابع هستند. گزینه 3 - 22

 مجموع طول هاي نقاط بحرانی

  حاصل ضرب طول هاي نقاط بحرانی

گزینه 4 - 23
ابتدا قدر مطلق را با تعیین علامت، حذف می کنیم.

کافی است که ریشه هاي مشتق را پیدا کرده و مشتق را تعیین علامت کنیم. گزینه 1 - 24

بنابراین تابع  داراي یک  است.

گزینه 3 - 25

 

x باتوجه به جدول تعیین علامت مشتق، نقطه ي  طول مینیمم نسبی تابع است.
y
y

∞ -1 0 1 ∞

min

+

گزینه 4 - 26
براي پیدا کردن طول نقاط بحرانی تابع، از تابع مشتق می گیریم، نقاطی که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد، طول نقاط بحرانی تابع هستند.

نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنۀ تعریف هستند که در آنها مشتق برابر صفر است یا مشتق وجود ندارد.

    

 

، پس مثلث قائم الزاویه نیز هست. مثلث متساوي الساقین است و چون 

روش اول: گزینه 2 - 27

کمترین مقدار عبارت  مساوي صفر است بنابراین کمترین مقدار مخرج کسر مساوي  است پس ماکسیمم مطلق تابع  است. (صورت کسر یک عدد مثبت است پس بیشترین مقدار

+ 4 = 4 ⇒ =h2 r2 R2 r2 4 −R2 h2

4

V = π h = πh( ) = (4 h − )r2 4 −R2 h2

4
π

4
R2 h3

= 0 ⇒ 4 − 3 = 0 ⇒ 4 = 3 (∗)V
′

h
R2 h2 R2 h2

+ 4 = 4 + 4 = 3 ⇒ 4 = 2 ⇒ = =h2 r2 R2 −→
(∗)

h2 r2 h2 r2 h2 ( )
r

h

2 1
2

− →−−−
r,h>0 r

h

2
−−

√

2

(x) = + mx − ( + 1)f ′ x2 m2

= −2 ⇒ = −2 → −m = −2 → m = 2
−b

a

= = −( + 1) = −(4 + 1) = −5
c

a
m

2

f(x) = { → (x) =
+ xx2

− − xx2
x ≥ 0
x < 0

f ′
⎧

⎩⎨
2x + 1
موجود نیست
−2x − 1

x > 0
x = 0 (ریشھ ی ساده ی داخل قدر مطلق)
x < 0

(x) = 0 →f ′
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

2x + 1 = 0 → x = − است غیر قابل قبول است x > 0 1 باتوجھ بھ آنکھ
2

−2x − 1 = 0 → x = − است قابل قبول است x < 0 1 باتوجھ بھ آنکھ
2

f(0) = 0 ,  f(− ) =  ,  ,  → −2 + 2 = 0
1
2

1
4

f(−2) = −2
مطلق Min

f(1) = 2
مطلق Max

(x) = ( − 3x + 2)( − 10x + 9) = (x − 1)(x − 2)(x − 1)(x − 9) = (x − 2)(x − 9) = 0f ′ x2 x2 (x − 1)
2

→ x = 1 , x = 2 , x = 9 →

x

y ′

y

−∞

+

↗

1
0 +

↗

2
0

Max

−

↘

9
0

Min

+

↗

+∞

fMax

= ⇒ = ⇒ = = 0 → x = 0y ′
2x(1 − ) − (−2x)( + 1)x2 x2

(1 − )x2 2
y ′

2x − 2 + 2 + 2xx3 x3

(1 − x)2
y ′

4x

(1 − )x2 2

x = 0

y = ⇒ = 2x + 2(x − 2) ⋅ = (x − 2 + x) = 0x2(x − 2)
2

y ′ (x − 2)
2

x2 2x(x − 2)
  

فاکتور

⇒ 2x(x − 2)(2x − 2) = 0 ⇒ x = 0, x = 2, x = 1

⇒ AB = = 2 , AC = = , BC = =

x = 0 y = 0 → A−→
تابع ∣

∣
∣

0
0

x = 2 y = 0 → B−→
تابع ∣

∣
∣

2
0

x = 1 y = 1 → C−→
تابع ∣

∣
∣

1
1

4 + 0
− −−−−

√ 1 + 1
− −−−−

√ 2
−−

√ 1 + 1
− −−−−

√ 2
−−

√

= +22
( )2

−−
√

2
( )2

−−
√

2

y = = =
1

− 4 + 4 + 5x4 x3 x2

1
( − 4x + 4) + 5x2 x2

1
(x − 2 + 5x2 )2

(x − 2x2 )25
1
5
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کسر وقتی به دست می آید که مخرج کسر، کمترین مقدار را داشته باشد.)
روش دوم: از تابع مشتق می گیریم و نقاط بحرانی آن را به دست می آوریم:

 

 

حال مقادیر تابع را وقتی  و همچنین در طول هاي نقاط بحرانی حساب می کنیم.

  و   مطلق   

توجه کنید که اگر بیشترین یا کمترین مقدار تابع به ازاي  به  دست می آمدند تابع  یا  مطلق نداشت.

گزینه 3 - 28

حال، مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی حساب می کنیم.

پس کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.

گزینه 3 - 29
کافی است مقادیر تابع را به ازاي ابتدا و انتهاي بازه و طول نقاط بحرانی بدست آورده و با هم مقایسه کنیم.

کمترین مقدار تابع برابر  می باشد.

نقاط بحرانی، نقاطی از درون دامنه ي تعریف هستند که در آنها مشتق صفر است یا وجود ندارد. دامنه ي تعریف این تابع، مجموعه ي اعداد حقیقی  است. گزینه 1 - 30
ابتدا قدرمطلق را با تعیین علامت، از بین می بریم:

، مشتق وجود ندارد  در 

به ازاي  نیز همین دو نقطه ي بحرانی بدست می آید. دقت کنید  ریشه ي ساده داخل قدرمطلق می باشد، بنابراین تابع در  مشتق ناپذیر است پس بحرانی می باشد. (نقطه ي زاویه 
دار)

= R = (−∞, +∞)Df

= = = = 0 ⇒y ′
−(4 − 12 + 8x)x3 x2

( − 4 + 4 + 5)x4 x3 x2 2

−4x( − 3x + 2)x2

( − 4 + 4 + 5)x4 x3 x2 2

−4x(x − 1)(x − 2)

( − 4 + 4 + 5)x4 x3 x2 2

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = 0
x = 1
x = 2

x → ±∞

f(1) = , f(2) = , = = = 0
1
6

1
5

lim
x→±∞

lim
x→±∞

1
x4

1
+∞

minf(0) =
1
5

±∞maxmin

f(x) = − −
x4

4
x3

3
x2

(x) = − − 2x = 0 ⇒ x( − x − 2) = 0 ⇒ x(x − 2)(x + 1) ⇒f
′ x3 x2 x2

⎧

⎩
⎨

x = 0
x = −1
x = 2

f(0) = 0 , f(−1) = , f(2) = − , f(3) =
−5
12

8
3

9
4

−
8
3

(x) = = 0 → 2 + 6x − 3 − 9 − 2 + 6 = 0f ′
(2x − 3)( + 3) − 2x( − 3x)x2 x2

( + 3)x2 2
x3 x2 x3 x2

→ 3 + 6x − 9 = 0 {x2 − →−−−−
a+b+c=0 x = 1

x = = −3c

a (در بازه قرار ندارد) غ ق ق

f(−1) = 1, f(1) = − , f(2) = −
1
2

2
7

−
1
2

= (−∞, +∞)Df

x ≥ 2 → f(x) = (x − 2) = − 2 → (x) = − = 0 5 − 4 = 0x

2
3 x

5
3 x

2
3 f ′ 5

3
x

2
3

4
3

x

−1
3 −→

×3
x

2
3 x

−1
3

x = 0→ 5 − = 0 → = 0 → x = ,x2
−−

√3 4

x−−√
3

5x − 4

x−−√
3

4
5

x < 2x = 2x = 2
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