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، به‌کمک تعریف مشتق، مشتق‌پذیری  را در نقاط به طول‌های  و  بررسی کنید. اگر  - 1f(x) = | − ۴|x۲f۲−۲

،  را به‌ دست آورید و معادلۀ خط مماس بر منحنی  را در نقطه‌ای به‌طول  واقع بر آن بنویسید. اگر  - 2f(x) = ۳ − ۲x + ۱x۲(۲)f ′f۲

نقاط داده شده روی منحنی زیر را با شیب‌های ارائه‌شده در جدول نظیر کنید. - 3

y

x
A

B

C D

E

F

0

 

شیبنقطه

−۳

−۱

۰
۱
۲
۱

۲

x

y

A

B
C

y=

y= f (x (

x

 

برای نمودار  در شکل زیر شیب‌های داده‌شده از »الف« تا »ج« را از کوچک‌ترین به بزرگ‌ترین مرتب کنید. - 4

‌الف( شیب نمودار در نقطۀ 

ب( شیب نمودار در نقطۀ 

پ( شیب نمودار در نقطۀ 

ت( شیب خط 

ث( شیب خط 

ج( شیب خط 

، ... و  در نظر بگیرید.  ، شیب‌های داده‌شده از »الف« تا »ج« را به‌ترتیب 
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،  و  را با مشتق‌های داده‌شده در جدول نظیر کنید.‌  ،  ، با در نظر گرفتن نمودار  در شکل، نقاط به طول‌های  - 5
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،  و  را روی نمودار  مشخص کنید به‌طوری که:  ،  ،  ،  ، نقاطی مانند  - 6

، نقطه‌ای روی نمودار است که شیب خط مماس بر نمودار در آن منفی است. ‌الف( 

ب(  نقطه‌ای روی نمودار تابع است که مقدار تابع و مقدار مشتق در آن منفی است.

پ(  نقطه‌ای روی نمودار است که مقدار تابع در آنجا صفر است ولی مقدار مشتق در آن مثبت است.

ت(  نقطه‌ای روی منحنی است که مشتق در آنجا صفر است.

ث( نقاط  و  نقاط متفاوتی روی منحنی هستند که مشتق یکسان دارند.

ج(  نقطه‌ای روی منحنی است که مقدار تابع در آنجا مثبت ولی مقدار مشتق منفی است.

ABCDEFGy = f(x)
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،  را به‌ دست آورید. اگر  - 7f(x) = − ۲x۳(−۱)f ′
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،  و  را روی منحنی روبه‌رو در نظر می‌گیریم. در مورد شیب منحنی در این نقاط کدام گزاره درست و کدام‌یک نادرست است؟  ،  ،  ، نقاط  - 8
الف( شیب منحنی در همۀ این نقاط مثبت است.

ب(  )شیب خط مماس بر منحنی در نقطۀ  را با  نمایش داده‌ایم.(

پ( 

،  و  منفی است. ت( شیب منحنی در نقاط 

ث( 

ج( 
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خط مماس

،  و  را بیابید. برای تابع  در شکل زیر داریم:  و  با توجه به شکل مختصات نقاط  - 9f(۴) = ۱٫۵f ′f(۴) = ۲۵ABC

. در یک زمان داده شده، چگونه می‌توان مسافت طی‌شده در هر ثانیه علی  متر با دوچرخه و رضا  متر با پای پیاده طی می‌کنند، به‌طوری که  - 10
توسط رضا و علی را مقایسه کرد؟

الف( علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

ب( علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

پ( علی  متر بیش از رضا مسافت طی خواهد کرد.

ت( علی  برابر رضا مسافت طی خواهد کرد.

ث( علی  برابر رضا مسافت طی خواهد کرد.

jsj > s

j − s

j ⋅ s

j/s

j ⋅ s

j/s

دو تابع مختلف مانند  و  مثال بزنید که هر دو در  پیوسته باشند ولی در این نقطه مشتق‌پذیر نباشند. - 11fgx = ۲
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تابع  داده شده است. - 12

ب( نشان دهید که  و  وجود ندارند.الف( نمودار تابع  را رسم کنید.
ت( نمودار تابع  را رسم کنید.پ( ضابطۀ تابع مشتق را بنویسید.

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۵x − ۴
x۲

x + ۶

x < ۰
۰ ≤ x ≤ ۳
x > ۳

f(۰)f ′(۳)f ′

f ′

نمودار تابعی را رسم کنید که مشتق آن - 13
ب( در  برابر  شود.الف( در یک نقطه برابر صفر شود.

ت( در تمام نقاط یکسان باشد.پ( در تمام نقاط مثبت باشد.
ث( در تمام نقاط منفی باشد.

x = ۲۳
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الف( با استفاده از نمودار تابع  )شکل مقابل( مقادیر زیر را به‌ترتیب صعودی مرتب کنید. - 14

 و  و  و 

‌ب( صحت ادعای خود در )الف( را با محاسبۀ مشتق تابع  بررسی کنید.
پ( تابع مشتق را رسم کنید.

f(x) = + ۲x + ۳x۲

(۳)f ′(۰)f ′(−۱)f ′(۲)f ′

f(x) = + ۲x + ۳x۲

مشتق‌پذیری تابع  را در نقطۀ  بررسی کنید. - 15f(x) = { + ۳x۲

۲x
x ≥ ۱
x < ۱

x = ۱

سه تابع مختلف مثال بزنید که مشتق آنها با هم برابر باشند. - 16
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نمودار توابع  و  و  و  را به نمودار مشتق آنها، نظیر کنید. - 17
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نمودار توابع  و  را در شکل مقابل در نظر بگیرید. - 18

،  و  ‌الف( اگر  مطلوب است 

،  و  ب( اگر  مطلوب است، 

fg

h(x) = f(x) ⋅ g(x)(۱)h′(۲)h′(۳)h′

k(x) =
f(x)

g(x)
(۱)k′(۲)k′(۳)k′

5

فصل چهارم حسابان 2

علي هاشمي



اگر  و  مطلوب است،  و  - 19(۱) = ۳f ′(۱) = ۵g ′(f + g (۱))′(۳f + ۲g (۱))′

اگر  نشان دهید  و  موجود هستند ولی  موجود نیست. - 20f(x) = {x۲

x

x ≤ ۰
x > ۰

(۰)f ′
+(۰)f ′

−(۰)f ′

جدول زیر درجۀ حرارت  )سانتی‌گراد( را در شهری از ساعت  تا  در یک روز نشان می‌دهد. - 21

 ساعت

 درجه حرارت

آهنگ تغییر متوسط درجۀ حرارت نسبت به زمان را:

الف( از ساعت  تا ساعت  به‌ دست آورید.

ب( از ساعت  تا ساعت  به‌ دست آورید.
پ( پاسخ‌ها را تفسیر کنید.

T۸۱۸

۱۸۱۷۱۶۱۵۱۴۱۳۱۲۱۱۱۰۹۸h

۹۱۰۱۳۱۵۱۷۱۸۱۹۱۷۱۴۱۳۱۱T

۸۱۲

۱۲۱۸

کسری از جمعیت یک شهر که به‌وسیلۀ یک ویروس آلوده شده‌اند بر حسب زمان )هفته( در نمودار روبه‌رو نشان داده شده است. - 22

‌الف( شیب‌های خطوط  و  چه چیزهایی را نشان می‌دهند.

،  یا  بیشتر است؟ ب( گسترش آلودگی در کدام‌یک از زمان‌های 

،  و  بررسی کنید. پ( قسمت »ب« را برای 

ld

t = ۱t = ۲t = ۳

t = ۴t = ۵t = ۶
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( پس از صرف  میلیون تومان هزینه برای تبلیغ است. نمودار روبه‌رو نمایش میزان فروش تعداد نوعی کالا ) - 23

‌ 

،  تا  و  تا  تغییر می‌کند به‌ دست آورید. ،  تا  ‌الف( آهنگ تغییر  برحسب  را وقتی  از  تا 

ب( به نظر شما چرا آهنگ تغییرات، وقتی که مقادیر  افزایش می‌یابند، در حال کاهش است؟

Nt

Ntt۰۱۱۲۲۳۳۴

t

معادلۀ حرکت متحرکی به‌صورت  برحسب متر در بازۀ زمانی  ) برحسب ثانیه( داده شده است. در کدام لحظه سرعت - 24

لحظه‌ای با سرعت متوسط در بازۀ زمانی  با هم برابرهستند؟

f(t) = − t + ۱۰t۲[۰, ۵]t

[۰, ۵]

توپی از یک پل به ارتفاع  متر به هوا پرتاب می‌شود.  نشان‌دهندۀ فاصلۀ توپ از سطح زمین در زمان  است. برخی از مقادیر  در جدول - 25
زیر نمایش داده شده است.

ثانیه 

متر 
‌

‌بر اساس جدول کدام‌یک از مقادیر زیر می‌تواند سرعت توپ را هنگامی که در ارتفاع نظیر زمان  ثانیه است نشان دهد؟

                    د(                      ج(                      ب(  الف( 

۱۱f(t)tf(t)

۰٫۶۰٫۵۰٫۴۰٫۳۰٫۲۰٫۱۰t

s

۱۸٫۴۱۷٫۴۱۶٫۳۱۵٫۱۱۳٫۸۱۲٫۴۱۱f(t)

m

۰٫۴

۱٫۲۳ m/s۱۴٫۹۱ m/s۱۱٫۵ m/s۱۶٫۰۳ m/s
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. بقیۀ جدول را کامل کنید. با توجه به مقادیر تابع  در جدول زیر،  را برای نقاط داده‌شده تخمین بزنید. به‌طور مثال  - 26
‌

مقدار ترکیبی 

ff ′(۰) ≈ −۶f ′

۳۰۱۵۱۰۵۰x

۴۰۴۶۵۵۷۰۱۰۰f(x)

−۶(x)f ′

کدام‌یک از عبارت‌های زیر درست و کدام‌یک نادرست است: - 27

الف( آهنگ تغییر متوسط تابعی مانند  در بازۀ  همیشه کمتر از شیب آن منحنی در نقطه است.
ب( اگر تابعی صعودی باشد، آهنگ تغییر متوسط آن، همواره صعودی است.

پ( تابعی وجود ندارد که برای آن هم  و هم 

f[۰, ۱]

(a) = ۰f ′f(a) = ۰

یک تودۀ باکتری پس از  ساعت دارای جرم  گرم است. - 28

الف( جرم این تودۀ باکتری در بازۀ زمانی  چند گرم افزایش می‌یابد؟

ب( آهنگ رشد جرم تودۀ باکتری در لحظۀ  چقدر است؟

tm(t) = + ۲t√ t۳

۳ ≤ t ≤ ۴

t = ۳

گنجایش ظرفی  لیتر مایع است. در لحظۀ  سوراخی در ظرف ایجاد می‌شود. اگر حجم مایع باقی‌مانده در ظرف پس از  ثانیه از رابطۀ - 29

 به‌ دست آید:

الف( آهنگ تغییر متوسط حجم مایع در بازۀ زمانی  چقدر است؟

ب( در چه زمانی، آهنگ تغییر لحظه‌ای حجم برابر آهنگ تغییر متوسط آن در بازۀ  می‌شود؟

۴۰t = ۰t

V = ۴۰(۱ −
t

۱۰۰
)۲

[۰, ۱]

[۰, ۱۰۰]

، نشان دهید که این توابع در نقطۀ  مشتق‌پذیر نیستند. با محاسبۀ مشتق راست و مشتق چپ توابع داده‌شده در نقطۀ  - 30AA
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مشتق توابع داده شده را بیابید. - 31
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f(x) = (۳ − ۴)(۲x − ۵x۲ )۳

f(x) =
− ۳x + ۱x۲

−۳x + ۲

f(x) = ( )( + ۱)۳x + ۲
− −−−−

√ x۳

f(x) =
۹x − ۲

x−−√

مشتق توابع مثلثاتی زیر را به‌دست آورید. - 32
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f(x) = x + xsin۳ cos۲

f(x) =
۱ − sinx

۱ + sinx

f(x) = x − ۲ cosxtan۲

f(x) = sinx cos ۲x
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- 1

، پس تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

‌

‌

‌توجه کنید زمانی‌ که  عبارت  مثبت است.

‌

‌توجه کنید زمانی‌ که  عبارت  منفی است.

، پس تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

- 2

شیب خط مماس برابر با مشتق تابع در نقطۀ  است.

‌

- 3
پاسخ:

y

x
A

B

C D

E

F

0

شیبنقطه

،  و  مثبت است و داریم: ‌خط مماس بر منحنی در هر نقطه را رسم می‌کنیم. با توجه به نمودار، شیب خط مماس در نقاط 

 شیب خط مماس در  شیب خط مماس در  شیب خط مماس در 

‌شیب خط مماس در نقاط  و  منفی است و داریم:

 شیب خط مماس در  شیب خط مماس در 

‌شیب خط مماس در  صفر است، یعنی: 

- 4

f(۲) = ۰ ⇒ (۲) = = =f ′ lim
x→۲

f(x) − f(۲)

x − ۲
lim
x→۲

| − ۴| − ۰x۲

x − ۲
lim
x→۲

| − ۴|x۲

x − ۲

(۲) = = = = −(x + ۲) = −۴f ′
− lim

x→۲−

| − ۴|x۲

x − ۲
lim
x→۲−

−( − ۴)x۲

x − ۲
lim
x→۲−

−(x − ۲)(x + ۲)

x − ۲
lim
x→۲−

(۲) = = = = (x + ۲) = ۴f ′
+ lim

x→۲+

| − ۴|x۲

x − ۲
lim
x→۲+

( − ۴)x۲

x − ۲
lim
x→۲+

(x − ۲)(x + ۲)

x − ۲
lim
x→۲+

(۲) ≠ (۲)f ′
− f ′

+x = ۲

f(−۲) = ۰ ⇒ (−۲) = = =f ′ lim
x→−۲

f(x) − f(−۲)

x − (−۲)
lim
x→−۲

| − ۴| − ۰x۲

x + ۲
lim
x→−۲

| − ۴|x۲

x + ۲

(−۲) = = =f ′
− lim

x→(−۲)−

| − ۴|x۲

x + ۲
lim

x→(−۲)−

− ۴x۲

x + ۲
lim

x→(−۲)−

(x − ۲)(x + ۲)

x + ۲
= (x − ۲) = −۴lim

x→(−۲)−

x → (−۲)−− ۴x۲

(−۲) = = =f ′
+ lim

x→(−۲)+

| − ۴|x۲

x + ۲
lim

x→(−۲)+

−( − ۴)x۲

x + ۲
lim

x→(−۲)+

−(x − ۲)(x + ۲)

x + ۲
= (−x + ۲) = ۴lim

x→(−۲)+

x → (−۲)+− ۴x۲

(−۲) ≠ (−۲)f ′
− f ′

+x = −۲

f(x) = ۳ − ۲x + ۱ , x = ۲ ⇒ f(۲) = ۱۲ − ۴ + ۱ = ۹x۲

x = ۲

(۲) = = =f ′ lim
x→۲

f(x) − f(۲)

x − ۲
lim
x→۲

۳ − ۲x + ۱ − ۹x۲

x − ۲
lim
x→۲

۳ − ۲x − ۸x۲

x − ۲

= = (۳x + ۴) = ۱۰lim
x→۲

(x − ۲)(۳x + ۴)

x − ۲
lim
x→۲

A(۲, ۹),m = ۱۰ ⇒ y − ۹ = ۱۰(x − ۲) ⇒ y = ۱۰x − ۱۱

F−۳

C−۱

E۰

A۱
۲

B۱

D۲

DBA

⇒ (D) > (B) > (A)f ′ f ′ f ′> A> BD

CF

⇒ (F) < (C)f ′ F ′< CF

E(E) = ۰f ′
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،  شیب نمودار در نقطۀ   شیب نمودار در نقطۀ 

 شیب نمودار در نقطۀ 

،  شیب خط   شیب خط 

 شیب خط 

x

y

A

B
C

y=

y= f (x (

x

ها داریم: ‌با توجه به شکل و در نظر گرفتن زاویۀ هرکدام از خط‌های )الف( تا )ج( با جهت مثبت محور 

‌شیب  شیب نمودار در نقطۀ  شیب نمودار در نقطۀ  شیب  شیب  شیب نمودار در نقطۀ 

‌

پاسخ: - 5

x

y

a
0

b
c d e

f

 

شیب خط مماس در نقاط  و  مثبت، در نقاط  و  منفی و در نقطۀ  صفر است.

‌ شیب خط مماس در  شیب خط مماس در 

 شیب خط مماس در  شیب خط مماس در 

 شیب خط مماس در 

الف( شیب خط مماس در نقطۀ  منفی است یعنی مشتق در نقطۀ  منفی است. - 6

. از طرفی شیب خط مماس در این نقطه نیز منفی است. ها قرار دارد پس مقدار تابع در  منفی است  ب( چون نقطۀ  زیر محور 

. هاست. پس  ها زاویۀ حاده دارد، پس مقدار مشتق در نقطۀ  مثبت است و از طرفی  محل برخورد با محور  پ( خط مماس در نقطۀ  با جهت مثبت محور 

ت( خط مماس در نقطۀ  خطی افقی است یعنی مشتق در  صفر است.

ث( خط مماس در نقاط  و  موازی هستند یعنی مشتق در  و  برابرهستند.

ها است مقدار تابع در  مثبت است ولی چون شیب خط مماس در  منفی است یعنی مشتق در نقطۀ  منفی است ج( چون  بالای محور 

y

x

y= f (x (
A

B

E

D

G
F

C
.‌

- 7

- 8

= m۲B= m۱A

= m۳C

= = ۰m۵y = ۲= m۴AB

= = ۱m۶y = x

x

> y = ۲> C> B> AB> y = xA

⇒ > > > > >m۱ m۶ m۴ m۲ m۳ m۵

(x)f ′x

۰d

۰٫۵b

۲c

−۰٫۵a

−۲e

x = bx = cx = ax = ex = d

⇒ (c) > (b) ⇒ (c) = ۲ , (b) = ۰٫۵f
′

f
′

f
′

f
′> x = bx = c

⇒ (e) < (a) ⇒ (e) = −۲ , (a) = −۰٫۵f ′ f ′ f ′ f ′< x = ax = e

= ۰ ⇒ (d) = ۰f ′x = d

AA

BxB< ۰y
B

CxCCxf(C) = ۰

DD

EFEF

GxGGG

f(x) = − ۲ , f(−۱) = −۳x۳

(−۱) = =f ′ lim
x→−۱

f(x) − f(−۱)

x − (−۱)
lim
x→−۱

− ۲ − (−۳)x۳

x + ۱

= =lim
x→−۱

+ ۱x۳

x + ۱
lim
x→−۱

(x + ۱)( − x + ۱)x۲

(x + ۱)

= ( − x + ۱) = ۱ − (−۱) + ۱ = ۳ ⇒ (−۱) = ۳lim
x→−۱

x۲ f ′
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خط مماس بر منحنی در تمام نقاط را رسم می‌کنیم.

 

A

B C

D

E
F

x

y

،  و  مثبت است. ،  و  منفی و در نقاط  الف( نادرست: شیب منحنی در نقاط 

ها بیشتر و هر دو حاده هستند. پس داریم:  ها از زاویۀ خط مماس در نقطۀ  با محور  ب( نادرست: زاویۀ خط مماس در نقطۀ  با جهت مثبت محور 
پ( درست:

ها ها  زاویۀ خط مماس در نقطۀ  با محور  ها  زاویۀ خط مماس در نقطۀ  با محور  زاویۀ خط مماس در نقطۀ  با محور 

‌ت( درست

ها منفرجه است و داریم: ،  و  با جهت مثبت محور  ث( نادرست: زاویۀ خط مماس در نقاط 

‌
‌ج( درست: با توجه به پاسخ‌های قسمت »پ« و »ث« داریم:

‌

- 9

 با توجه به  مختصات نقطۀ  به‌صورت  است. از آنجایی که نقاط  و  روی خط مماس در نقطۀ  قرار دارند، باید

معادلۀ خط مماس در نقطۀ  را بیابیم و چون  یعنی شیب خط مماس در نقطۀ  برابر  است.
A

B

C

3 4 5

خط مماس

‌

سرعت حرکت علی با دوچرخه  متر در ثانیه و سرعت حرکت رضا با پای پیاده  متر در ثانیه است. حال مسافت طی‌شده توسط علی و رضا را در بازۀ زمانی  یافته و با هم مقایسه - 10
می‌کنیم.

‌ مسافت طی‌شده توسط علی

 مسافت طی‌شده توسط رضا
‌حال با محاسبۀ اختلاف مسافت یا نسبت مسافت طی‌شده توسط این دو نفر داریم:

‌

‌بنابراین مورد »ث« صحیح است.

- 11

‌تابع  در  پیوسته است.

‌

‌تابع  در  مشتق‌ناپذیر است.

‌

CDFABE

AxBx>m
A

m
B

Ex>Bx>Ax

⇒ > >m
A

m
B

m
E

FDCx

> > ⇒ > >α
F

α
D

α
C

m
F

m
D

m
C

> > > > >m
A

m
B

m
E

m
F

m
D

m
C

f(۴) = ۲۵AA(۴, ۲۵)BCA

A(۴) = ۱٫۵f ′A۱٫۵

m = ۱٫۵ , A = (۴, ۲۵) ⇒ y − ۲۵ = ۱٫۵(x − ۴) ⇒ y = ۱٫۵x − ۶ + ۲۵ ⇒ y = ۱٫۵x + ۱۹

x = ۳ ⇒ y = ۱٫۵ × ۳ + ۱۹ = ۲۳٫۵ ⇒ C = (۳, ۲۳٫۵)

x = ۵ ⇒ y = ۱٫۵ × ۵ + ۱۹ = ۲۶٫۵ ⇒ B = (۵, ۲۶٫۵)

js[ , ]t۱ t۲

= ⋅ Δt = j ⋅ Δtx
A

V
A

= ⋅ Δt = s ⋅ Δtx
R

V
R

− = j ⋅ Δt − s ⋅ Δt = (j − s)Δtx
A

x
R

= = ⇒ = ⋅
x
A

x
R

j ⋅ Δt

s ⋅ Δt

j

s
x
A

j

s
x
R

f(x) = ⇒ f(۲) = ۰ , f(x) = = ۰x − ۲
− −−−−

√۳ lim
x→۲

lim
x→۲

x − ۲
− −−−−

√۳

fx = ۲

(۲) = = = ×f ′ lim
x→۲

f(x) − f(۲)

x − ۲
lim
x→۲

− ۰x − ۲
− −−−−

√۳

x − ۲
lim
x→۲

x − ۲
− −−−−

√۳

x − ۲

(x − ۲)۲
− −−−−−−

√۳

(x − ۲)۲
− −−−−−−

√۳

= = =lim
x→۲

(x − ۲)۳
− −−−−−−

√۳

(x − ۲) (x − ۲)۲
− −−−−−−

√۳
lim
x→۲

x − ۲

(x − ۲) (x − ۲)۲
− −−−−−−

√۳
lim
x→۲

۱

(x − ۲)۲
− −−−−−−

√۳

= = = = +∞
۱

(۲ ± ϵ − ۲)۲
− −−−−−−−−−

√۳
۱

+ϵ۲− −−√۳

۱

۰+

fx = ۲

g(x) = { ۲x − ۱
−x + ۵

x ≥ ۲
x < ۲
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 حد چپ  ,  

 حد راست

‌تابع  در  پیوسته است.

‌

‌تابع  در  مشتق‌ناپذیر است.

الف( - 12

1
2
3

1
1 2 3 4

-
1-
2-
3

4

4
-
-
5-
6-
7-
8-
9-

5
6
7
8
9
10

x

y

ب(

‌

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

‌

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

 ‌‌پ(
‌

‌تابع مشتق در نقاط  و  تعریف نشده است زیرا تابع در این نقاط مشتق‌ناپذیر است.

= g(x) = (−x + ۵) = −۲ + ۵ = ۳lim
x→۲−

lim
x→۲−

g(۲) = ۳

= g(x) = (۲x − ۱) = ۲ × ۲ − ۱ = ۳lim
x→۲+

lim
x→۲+

gx = ۲

(۲) = = =g′
− lim

x→۲−

g(x) − g(۲)

x − ۲
lim
x→۲−

−x + ۵ − ۳
x − ۲

lim
x→۲−

−x + ۲
x − ۲

= = −۱lim
x→۲−

−(x − ۲)

x − ۲

(۲) = = = = ۲g′
+ lim

x→۲+

g(x) − g(۲)

x − ۲
lim
x→۲+

۲x − ۱ − ۳
x − ۲

lim
x→۲+

۲(x − ۲)

x − ۲
gx = ۲

f(x) =

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

۵x − ۴

x۲

x + ۶

x < ۰

۰ ≤ x ≤ ۳

x > ۳

x

y

۰
−۴

−۱
−۹

‌ x

y

۰
۰

۳
۹

‌ x

y

۳
۹

۴
۱۰

f(۰) = ۰ , (۰) = = = = +∞f ′
− lim

x→۰−

f(x) − f(۰)

x − ۰
lim
x→۰−

۵x − ۴ − ۰
x

−۴

۰−

(۰) = = = x = ۰f ′
+ lim

x→۰+

f(x) − f(۰)

x − ۰
lim
x→۰+

− ۰x۲

x
lim
x→۰+

x = ۰

f(۳) = ۹ , (۳) = = =f ′
− lim

x→۳−

f(x) − f(۳)

x − ۳
lim
x→۳−

− ۹x۲

x − ۳
lim
x→۳−

(x − ۳)(x + ۳)

x − ۳
= (x + ۳) = ۶lim

x→۳−

(۳) = = = = ۱f ′
+ lim

x→۳+

f(x) − f(۳)

x − ۳
lim
x→۳+

x + ۶ − ۹
x − ۳

lim
x→۳+

x − ۳
x − ۳

x = ۳

(x) =f ′
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۵
۲x
۱

x < ۰
۰ < x < ۳
x > ۳

x = ۰x = ۳

15

فصل چهارم حسابان 2

علي هاشمي



 ‌‌ت( نمودار تابع مشتق یعنی  به‌صورت مقابل است.

 

1
2
3

1 2 3

4
5
6

x

y

f´

0

- 13

 ‌الف( در تابع مقابل مشتق در نقطۀ  یعنی شیب خط مماس صفر است.

a x

y

 ‌‌ب( در تابع مقابل شیب خط مماس در نقطۀ  برابر  است.

1
2
3

1 2 3

4
5

x

y

f

0

 
 ‌پ( در تابع مقابل شیب خط مماس در تمام نقاط مثبت است.

x

y f

 

ت( از آنجایی که مشتق در تمام نقاط یکسان است، پس باید تابع مورد نظر یک تابع خطی باشد، مانند:

x

y f

 

شیب خط  مقدار ثابت 

 ‌ث( در تابع مقابل شیب خط مماس در تمام نقاط منفی است.

x

y

- 14

f ′

x = a

x = ۲۳

= f(x) =f ′

16

فصل چهارم حسابان 2

علي هاشمي



 الف( در  شیب خط مماس صفر است زیرا خط مماس خطی افقی است. در بازۀ  با افزایش  شیب خط مماس
افزایش می‌یابد، پس داریم:

‌ ‌

123 4-- - 0 1 2 34-

1

2

3

4

5

x

y
6

f

1-

ب(

‌

پ(

1
2

x

y

f´

01-
 

- 15

، تابع در  مشتق‌ناپذیر است. ‌چون 

- 16

- 17

x = −۱(−۱, +∞)x

(−۱) < (۰) < (۲) < (۳)f ′ f ′ f ′ f ′

f(x) = + ۲x + ۳ ⇒ (x) = ۲x + ۲x۲ f ′

(−۱) = ۲(−۱) + ۲ = ۰ , (۰) = ۲ × ۰ + ۲ = ۲ , (۲) = ۲ × ۲ + ۲ = ۶f ′ f ′ f ′

(۳) = ۲ × ۳ + ۲ = ۸f ′

⇒ (−۱) < (۰) < (۲) < (۳)f ′ f ′ f ′ f ′

(x) = ۲x + ۲ ⇒f ′ x

(x)f ′

−۱
۰

۰
۲

f(۱) = ۴

(۱) = = = = = +∞f ′
− lim

x→۱−

f(x) − f(۱)

x − ۱
lim
x→۱−

۲x − ۴
x − ۱

۲ − ۴

− ۱۱−

−۲

۰−

(۱) = = = = (x + ۱) = ۲f ′
+ lim

x→۱+

f(x) − f(۱)

x − ۱
lim
x→۱+

+ ۳ − ۴x۲

x − ۱
lim
x→۱+

(x − ۱)(x + ۱)

x − ۱
lim
x→۱+

(۱) ≠ (۱)f ′
− f ′

+x = ۱

f(x) = + ۲ ⇒ (x) = ۴x۴ f ′ x۳

g(x) = − ۳ ⇒ (x) = ۴x۴ g′ x۳

h(x) = + ⇒ (x) = ۴x۴ ۱
۲

h′ x۳
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y

0

t

x

y

0

h

b
x

y

0

g

x

y

0

f

a
x

y

0
g´

x

4( (

y

0
f´

x

3( (

y

0

t´

x

2( (

y

0

h´

x

1( (

( است. در تابع  برای  شیب خط مماس یعنی مشتق مثبت است و برای  شیب خط مماس یعنی مشتق منفی است، پس نمودار  نمودار شمارۀ )

( است. در تابع  برای  شیب خط مماس یعنی مشتق منفی است و برای  شیب خط تابع  تابع ثابت است و مشتق آن در تمام نقاط صفر است، پس نمودار  نمودار شمارۀ )

( است. مماس یعنی مشتق مثبت است، پس نمودار  نمودار شمارۀ )

( است. تابع  تابعی خطی با شیب منفی است، پس مشتق آن در تمام نقاط یک عدد ثابت منفی است. پس نمودار  نمودار شمارۀ )

- 18

 الف( ‌توابع  و  توابع خطی هستند و باید ضابطۀ آنها را بیابیم. برای تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  و همچنین خط

گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

‌

‌برای یافتن تابع  باید خط گذرنده از نقاط  و  را بیابیم.

‌

f(−∞, a)(a, +∞)f ′۳

gg′۴h(−∞, b)(b, +∞)

h′۱

t( )t′۲

fgf(۰, ۰)(۲, ۴)

(۲, ۴)(۴, ۰)

(۰, ۰), (۲, ۴) ⇒ m = = ۲ ⇒ y − ۰ = ۲(x − ۰) ⇒ y = ۲x
۴ − ۰
۲ − ۰

(۲, ۴), (۴, ۰) ⇒ m = = −۲ ⇒ y − ۰ = −۲(x − ۴) ⇒ y = −۲x + ۸
۴ − ۰
۲ − ۴

f(x) = { ۲x
−۲x + ۸

۰ ≤ x ≤ ۲
۲ < x ≤ ۴

g(۰, ۴)(۴, ۰)

(۰, ۴), (۴, ۰) ⇒ m = = −۱ ⇒ y − ۰ = −۱(x − ۴) ⇒ y = −x + ۴ ⇒ g(x) = −x + ۴
۴ − ۰
۰ − ۴

h(x) = f(x) ⋅ g(x) ⇒ (x) = (x) ⋅ g(x) + (x) ⋅ f(x)h′ f ′ g′

f(۱) = ۲ , ۰ < x < ۲ ⇒ f(x) = ۲x ⇒ (x) = ۲ ⇒ (۱) = ۲f ′ f ′

g(۱) = ۳ , g(x) = −x + ۴ ⇒ (x) = −۱ ⇒ (۱) = −۱g′ g′

18
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‌تابع  در  مشتق‌ناپذیر است زیرا:

‌

‌چون  موجود نیست بنابراین  نیز وجود ندارد.

‌

ب(

‌

‌چون  موجود نیست پس  هم وجود ندارد.

‌

- 19

- 20

‌مشتق چپ در  برابر صفر است یعنی  موجود است.

‌

‌مشتق راست در  برابر یک است یعنی  موجود است.

چون  پس تابع در  مشتق‌ناپذیر است یعنی  وجود ندارد.

- 21

‌ الف( اگر دما در ساعت  را با نماد  نشان دهیم، داریم:

 ب(
‌

‌‌‌‌پ( چون آهنگ تغییر متوسط دما از ساعت  تا  مثبت است پس در این بازه به‌طور متوسط دما در حال افزایش است و همچنین چون آهنگ تغییر متوسط دما از  تا  منفی است، پس در
این بازه دما در حال کاهش است.

الف( شیب خط  نشان‌دهندۀ شیب وتر گذرنده از دو نقطۀ  و  است، یعنی شیب خط  برابر با آهنگ تغییر متوسط در بازۀ  است. - 22

شیب خط  نشان‌دهندۀ شیب خط مماس در نقطۀ  است، یعنی شیب خط  برابر با آهنگ لحظه‌ای تغییر در  است.

،  و  باید خط مماس بر تابع در این زمان‌ها را رسم کنیم، که داریم: ب( برای مقایسۀ گسترش آلودگی در زمان‌های 

‌شیب خط مماس در  شیب خط مماس در  شیب خط مماس در 

‌بنابراین آهنگ لحظه‌ای تغییر یعنی سرعت گسترش آلودگی در  بیشتر است.

(۱) = (۱) ⋅ g(۱) + (۱) ⋅ f(۱) = ۲ × ۳ + (−۱) × ۲ = ۶ − ۲ = ۴h′ f ′ g′

fx = ۲

(۲) = = = = ۲f ′
− lim

x→۲−

f(x) − f(۲)

x − ۲
lim
x→۲−

۲x − ۴
x − ۲

lim
x→۲−

۲(x − ۲)

x − ۲

(۲) = = = = −۲f ′
+ lim

x→۲+

f(x) − f(۲)

x − ۲
lim
x→۲+

−۲x + ۸ − ۴
x − ۲

lim
x→۲+

−۲(x − ۲)

x − ۲
(۲)f ′(۲)h′

f(۳) = ۲ , (۳) = −۲ , g(۳) = ۱ , (۳) = −۱f ′ g′

(۳) = (۳) ⋅ g(۳) + (۳) ⋅ f(۳) = −۲ × ۱ + (−۱) × ۲ = −۴h′ f ′ g′

k(x) = ⇒ (x) =
f(x)

g(x)
k′ (x)g(x) − (x) ⋅ f(x)f ′ g′

(x)g۲

(۱) =k′ (۱)g(۱) − (۱)f(۱)f ′ g′

(۱)g۲

(۱) = = =k′ ۲ × ۳ − (−۱) × ۲

۳۲

۶ + ۲
۹

۸
۹

(۲)f ′(۲)k′

(۳) = = = = ۰k′ (۳)g(۳) − (۳)f(۳)f ′ g′

(۳)g۲

(−۲) × ۱ − (−۱) × ۲

۱۲

−۲ + ۲
۱

(f + g (۱) = (۱) + (۱) = ۳ + ۵ = ۸)′ f ′ g′

(۳f + ۲g (۱) = ۳ (۱) + ۲ (۱) = ۳ × ۳ + ۲ × ۵ = ۱۹)′ f ′ g′

f(۰) = ۰

(۰) = = = x = ۰f ′
− lim

x→۰−

f(x) − f(۰)

x − ۰
lim
x→۰−

− ۰x۲

x
lim
x→۰−

x = ۰(۰)f ′
−

(۰) = = = ۱f ′
+ lim

x→۰+

f(x) − f(۰)

x − ۰
lim
x→۰+

x − ۰
x − ۰

x = ۰(۰)f ′
+

(۰) ≠ (۰)f ′
− f ′

+x = ۰(۰)f ′

hT(h)
= = = ۲

T(۱۲) − T(۸)

۱۲ − ۸
۱۹ − ۱۱

۴
۸
۴

= = = −
T(۱۸) − T(۱۲)

۱۸ − ۱۲
۹ − ۱۹

۶
−۱۰

۶
۵
۳

۸۱۲۱۲۱۸

dt = ۴t = ۶d[۴, ۶]

lt = ۶lt = ۶

t = ۱t = ۲t = ۳

> t = ۱> t = ۲t = ۳

t = ۳
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،  و  داریم: پ( با رسم خط مماس در نقاط 

‌شیب خط مماس در  شیب خط مماس در  شیب خط مماس در 

‌بنابراین سرعت گسترش آلودگی در  بیشتر است.

- 23
 الف(

‌ آهنگ متوسط از  تا 

 آهنگ متوسط از  تا 

 آهنگ متوسط از  تا 

 آهنگ متوسط از  تا 

ب( شاید به این دلیل باشد که با گذشت زمان و تبلیغ زیاد، کالای مورد نظر در بین مردم عادی شده و میزان فروش کاهش می‌یابد.

- 24

 سرعت متوسط در بازۀ 

 سرعت لحظه‌ای

سرعت متوسط توپ را در بازه‌های  و  یافته و میانگین آنها را محاسبه می‌کنیم. - 25

‌

 سرعت توپ در 

هایی با فاصلۀ یکسان از هرکدام است، داریم: در محاسبۀ  و  چون مقادیر داده‌شده در جدول برای  - 26

‌

چون فاصلۀ  تا  کمتر از فاصلۀ  تا  است، پس برای تخمین  داریم:

‌

‌برای تخمین  هم باید از مقادیر تابع در  و  استفاده کنیم که داریم:

‌

مقدار ترکیبی 

الف( نادرست، در شکل زیر شیب وتر  از شیب مماس در نقطۀ  بیشتر است، یعنی آهنگ متوسط تغییر در بازۀ  بیشتر از آهنگ لحظه‌ای تغییر در نقطۀ  است. - 27

t = ۴t = ۵t = ۶

> t = ۶> t = ۵t = ۴

t = ۴

= = = ۳۰۰
N(۱) − N(۰)

۱ − ۰
۳۰۰ − ۰

۱
۰۱

= = = ۱۸۰
N(۲) − N(۱)

۲ − ۱
۴۸۰ − ۳۰۰

۱
۱۲

= = = ۱۲۰
N(۳) − N(۲)

۳ − ۲
۶۰۰ − ۴۸۰

۱
۲۳

= = = ۱۰۰
N(۴) − N(۳)

۴ − ۳
۷۰۰ − ۶۰۰

۱
۳۴

= = = = ۴
f(۵) − f(۰)

۵ − ۰
− ۵ + ۱۰ − ۱۰۵۲

۵
۲۵ − ۵

۵
m

s
[۰, ۵]

V (t) = (t) = ۲t − ۱ ⇒ V (t) = ۴ ⇒ ۲t − ۱ = ۴ ⇒ t = ۲٫۵f ′

[۰٫۳, ۰٫۴][۰٫۴, ۰٫۵]

= = ۱۲m/s
f(۰٫۴) − f(۰٫۳)

۰٫۴ − ۰٫۳
۱۶٫۳ − ۱۵٫۱

۰٫۱

= = ۱۱m/s
f(۰٫۵) − f(۰٫۴)

۰٫۵ − ۰٫۴
۱۷٫۴ − ۱۶٫۳

۰٫۱

= = ۱۱٫۵
۱۱ + ۱۲

۲
t = ۰٫۴

(۵)f ′(۱۰)f ′x

⇒ (۵) ≈ = −۴٫۵
= = −۶

f(۵) − f(۰)

۵ − ۰
۷۰ − ۱۰۰

۵

= = −۳
f(۱۰) − f(۵)

۱۰ − ۵
۵۵ − ۷۰

۵

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

f ′ −۶ − ۳
۲

⇒ (۱۰) ≈ = −۲٫۴
= −۳

f(۱۰) − f(۵)

۱۰ − ۵

= = −۱٫۸
f(۱۵) − f(۱۰)

۱۵ − ۱۰
۴۶ − ۵۵

۵

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
f

′ −۳ − ۱٫۸
۲

x = ۱۰x = ۱۵x = ۳۰x = ۱۵(۱۵)f ′

(۱۵) ≈ = = −۱٫۸f ′ f(۱۵) − f(۱۰)

۱۵ − ۱۰
۴۶ − ۵۵

۵
(۳۰)f ′x = ۱۵x = ۳۰

(۳۰) ≈ = = = −۰٫۴f ′ f(۳۰) − f(۱۵)

۳۰ − ۱۵
۴۰ − ۴۶

۱۵
−۶
۱۵

۳۰۱۵۱۰۵۰x

۴۰۴۶۵۵۷۰۱۰۰f(x)

−۰٫۴−۱٫۸−۲٫۴−۴٫۵−۶(x)f ′

OAx = a[۰, ۱]x = a
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y

0
a

x1

، مقدار آهنگ تغییر متوسط کاهش می‌یابد. ب( نادرست، در شکل زیر تابع  صعودی است ولی شیب وتر  از شیب وتر  کمتر است یعنی با افزایش 
y

0 x
A

B
C

f

پ( نادرست، می‌توان تابعی یافت که هم  و هم  باشد مانند تابع  در نقطۀ  که داریم:

‌

الف( - 28

‌

‌جرم این توده  گرم افزایش می‌یابد.

ب( با محاسبۀ مشتق تابع  بر حسب  داریم:

‌

الف( - 29

‌

 آهنگ تغییر متوسط

چون با گذشت زمان حجم باقی‌مانده در ظرف کاهش می‌یابد، آهنگ متوسط تغییر حجم منفی به‌ دست آمده است.

ب(

‌

- 30

fBCABx

(a) = ۰f ′f(a) = ۰f(x) = (x − ۲)۳x = ۲

f(x) = (x − ۲ ⇒ f(۲) = ۰)۳

(x) = ۳(x − ۲ ⇒ (۲) = ۰f ′ )۲ f ′

m(t) = + ۲t√ t۳

⇒ Δm = m(۴) − m(۳) = ۱۳۰ − ۵۵٫۷ = ۷۴٫۳
t = ۳ ⇒ m(۳) = + ۲ × = ۵۵٫۷۳

−−
√ ۳۳

t = ۴ ⇒ m(۴) = + ۲ × = ۱۳۰۴
−−

√ ۴۳

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪

۷۴٫۳

m(t)t

m(t) = + ۲ ⇒ (t) = + ۶ ⇒ (۳) = + ۵۴t√ t۳ m′ ۱
۲ t√

t۲ m′ ۱

۲ ۳
−−

√

⇒ (۳) = + ۵۴ = ۵۴٫۲۹m′ ۱
۲ × ۱٫۷

V (t) = ۴۰(۱ − , t = ۰ ⇒ V (۰) = ۴۰ , t = ۱ ⇒ V (۱) = ۴۰(۱ − = ۳۹٫۲۰۴
t

۱۰۰
)۲ ۱

۱۰۰
)۲

= = = −۰٫۷۹۶
V (۱) − V (۰)

۱ − ۰
۳۹٫۲۰۴ − ۴۰

۱

t = ۰ ⇒ V (۰) = ۴۰ , t = ۱۰۰ ⇒ V (۱۰۰) = ۴۰(۱ − = ۰
۱۰۰
۱۰۰

)۲

= = −
V (۱۰۰) − V (۰)

۱۰۰ − ۰
۰ − ۴۰

۱۰۰
۲
۵

(t) = ۴۰ × ۲ × (− )(۱ − ) = − (۱ − ) = − (۱ − )V ′ ۱
۱۰۰

t

۱۰۰
۸۰

۱۰۰
t

۱۰۰
۴
۵

t

۱۰۰

(t) = − ⇒ − (۱ − ) = − ⇒ ۱ − = ⇒ = ⇒ t = ۵۰V ′ ۲
۵

۴
۵

t

۱۰۰
۲
۵

t

۱۰۰
۱
۲

۱
۲

t

۱۰۰

f(۰) = ۰ , (۰) = = = = −۱f ′
− lim

x→۰−

f(x) − f(۰)

x − ۰
lim
x→۰−

−x − ۰
x

lim
x→۰−

−x

x

(۰) = = = x = ۰f ′
+ lim

x→۰+

f(x) − f(۰)

x − ۰
lim
x→۰+

− ۰x۲

x − ۰
lim
x→۰+
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‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

‌تابع در  مشتق‌ناپذیر است.

- 31

- 32

x = ۰

f(۱) = ۱ , (۱) = = = = ۰f ′
− lim

x→۱−

f(x) − f(۱)

x − ۱
lim
x→۱−

۱ − ۱
x − ۱

lim
x→۱−

۰
x − ۱

(۱) = = = = = = −۱f ′
+ lim

x→۱+

f(x) − f(۱)

x − ۱
lim
x→۱+

− ۱۱
x

x − ۱
lim
x→۱+

۱−x

x

x − ۱
lim
x→۱+

−(x − ۱)

x(x − ۱)
lim
x→۱+

−۱
x

x = ۱

f(۴) = ۲ , (۴) = = × =f ′
− lim

x→۴−

f(x) − f(۴)

x − ۴
lim
x→۴−

− ۲x−−√

x − ۴

+ ۲x−−√

+ ۲x−−√
lim
x→۴−

x − ۴
(x − ۴)( + ۲)x−−√

= = =lim
x→۴−

۱
+ ۲x−−√

۱
۲ + ۲

۱
۴

(۴) = = = =f ′
+ lim

x→۴+

f(x) − f(۴)

x − ۴
lim
x→۴+

x − ۲۱
۲

x − ۴
lim
x→۴+

(x − ۴)
۱
۲

x − ۴
۱
۲

x = ۴

(x) = ۶x(۲x − ۵ + ۳ × ۲(۲x − ۵ (۳ − ۴)f ′ )۳ )۲ x۲

(x) =f ′ (۲x − ۳)(−۳x + ۲) − (−۳)( − ۳x + ۱)x۲

(−۳x + ۲)۲

(x) = × ( + ۱) + ۳ ( )f ′ ۳

۲ ۳x + ۲
− −−−−−

√
x۳ x۲ ۳x + ۲

− −−−−−
√

(x) = = =f ′
۹ + (۹x − ۲)x−−√

۱
۲ x√

( x−−√ )۲

۱۸x+۹x−۲
۲ x√

x

۲۷x − ۲
۲x x−−√

(x) = ۳ cos x x − ۲ sin x cos xf
′ sin۲

(x) = =f ′ − cos x(۱ + sin x) − cos x(۱ − sin x)

(۱ + sin x)۲

−۲ cos x

(۱ + sin x)۲

(x) = ۲(۱ + x) tan x + ۲ sin xf ′ tan۲

(x) = cos x cos ۲x − ۲ sin ۲x sin xf ′
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