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نسبت تغییرات متوسط تابع  به تغییرات متغیر  روي بازه ي  کدام است؟ - 1f(x) = −x2 x−−√3x[1, 8]
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در تابع  مقدار  در  به ازاي  چقدر است؟ - 2y = x−−√
Δy

Δx
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در تابع  آهنگ متوسط تغییر تابع در بازه ي  کدام است؟ - 3f(x) = − 2x
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در بازه ي  آهنگ متوسط تغییر تابع  برابر آهنگ آنی آن در  است.  کدام است؟ - 4[−2, 2]f(x) = − xx2x = cc
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یک ظرف آب مشتمل بر  لیتر آب است در لحظۀ  یک سوراخ در ظرف ایجاد می شود. اگر حجم آب باقی مانده در ظرف، پس از  ثانیه از - 5

رابطۀ  به دست آید، در چه زمانی آهنگ آنی تغییر  برابر آهنگ متوسط تغییر آن از  تا  (ثانیه) است؟
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یک تودة باکتري پس از  ساعت داراي جرم  گرم است. آهنگ رشد جرم تودة باکتري در لحظۀ  کدام است؟ - 6tm(t) = 2 +t3 t√t = 4
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فرض کنید  ، آهنگ تغییر لحظه اي تابع  در  کدام است؟ - 7=lim
x→1

f(x) − f(1)
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y = 3f( ) +x2 x3x = 1
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آهنگ متوسط تغییر تابع  با ضابطه ي   در بازه ي   از آهنگ لحظه اي تغییر آن تابع در ابتداي بازه چه قدر بیش تر است؟ - 8

صفر

ff(x) = x2[1, 3]
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در تابع با ضابطه ي  ، آهنگ لحظه اي تغییر در نقطه ي  ، کدام است؟ - 9f(x) = (3x + 1)
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آهنگ متوسط تغییر تابع با ضابطه ي  هنگامی که متغیر از  به  تغییر می کند، کدام است؟ - 10f(x) = + 2xx3= −1x1= 2x2
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در بازه ي  ، چقدر است؟ آهنگ متوسط تغییر تابع  نسبت به متغیر  - 11f(x) = x − 2
− −−−

√x[4٫25, 4٫56]
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آهنگ متوسط تغییر تابع با ضابطه ي  نسبت به تغییر  در بازه ي  ، چند برابر آهنگ لحظه اي تغییر آن در ابتداي - 12
این بازه است؟

f(x) = −x2 3x + 1
− −−−−

√x[1, 5]
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است،  ، وقتی  از  به  تغییر می کند، دو برابر آهنگ لحظه اي تغییر آن در  آهنگ متوسط تغییر تابع با ضابطه ي  - 13
کدام است؟

f(x) = + ax2 x−−√x14x = 1a
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در تابع  آهنگ متوسط تغییر تابع در بازة  با آهنگ آنی آن در لحظۀ  چقدر اختلاف دارد؟ - 14

صفر

f(x) = x + 2
− −−−

√[2٫41, 4٫25]x = 3٫29
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، بیش تر است؟ ، آهنگ لحظه اي تغییر تابع  در  چقدر از آهنگ متوسط تغییر آن از  تا  در تابعی با ضابطۀ  - 15f(t) = t − t√ft = 4t = 1t = 4

3
4
2
3
1
6

1
12

4

گ تغییر
آهن

علی هاشمی



معادلۀ حرکت متحرکی به صورت  برحسب متر است. اگر سرعت لحظه اي آن در لحظۀ  برابر سرعت متوسط - 16

در بازة  باشد، مقدار  کدام است؟

f(t) = − 2 + 3t + 1t3 t2t = a

[0,a]a
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6,42) )

8,48) )

،  برابر آهنگ لحظه اي تغییر تابع در نقطۀ در شکل زیر قسمتی از نمودار تابع  رسم شده است. اگر آهنگ متوسط تغییر تابع بین نقاط  تا  - 17

 باشد، حاصل  کدام است؟
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معادلۀ حرکت اتومبیلی در بازة زمانی  به صورت  است. در کدام لحظه سرعت لحظه اي با سرعت متوسط در این - 18
بازه برابر است؟

[2, 10]f(t) = 2 − 3t + 10t2
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، برابر آهنگ لحظه اي تغییر آن در  است.  کدام است؟ آهنگ متوسط تغییر تابع  در بازة  - 19f(t) = 7 + 50t√[4, 16]t = aa

27

9

49

12

5

گ تغییر
آهن

علی هاشمی



نقطۀ  روي نمودار تابع  در حال حرکت است. اگر  فاصلۀ نقطۀ  از مبدأ مختصات باشد، آهنگ لحظه اي تغییر  - 20

نسبت به  در نقطۀ  کدام است؟

M(x,y)y = 7x + 4
− −−−−

√dMd

xx = 5
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رباتی طبق معادلۀ  حرکت می کند. سرعت متوسط این ربات، بین زمان هایی که ربات مقادیر ماکسیمم و - 21
مینیمم را براي مکان خود اختیار می کند، کدام است؟

(0 ≤ t ≤ 3) d(t) = − 8 + 8t4 t2
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، کدام است؟ ، از آهنگ تغییر متوسط در بازة  ، اختلاف آهنگ تغییر لحظه اي در  در تابع با ضابطۀ  - 22f(x) = −
1
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x2 1
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0٫25

0٫5

0٫45

0٫75

6

گ تغییر
آهن

علی هاشمی



آهنگ متوسط تغییر تابع  در بازه ي  تا  برابر است با: گزینه 3 - 1

  آهنگ متوسط

آهنگ متوسط تغییر تابع  در بازه ي  عبارت است از: گزینه 3 - 2

  آهنگ متوسط

براي محاسبه ي آهنگ متوسط تابع  داریم: گزینه 3 - 3

 آهنگ متوسط

آهنگ متوسط تغییر تابع  در بازه ي  برابر است با: گزینه 2 - 4

 آهنگ متوسط

آهنگ آنی تابع در  باید برابر  باشد لذا داریم:

  آهنگ آنی تابع  در 

آهنگ متوسط تغییر حجم آب در بازة زمانی  برابر است با: گزینه 3 - 5

  آهنگ متوسط 

از طرفی آهنگ آنی تغییر حجم  برابر با مشتق  در زمان  می باشد. لذا داریم:

 

با توجه به این که آهنگ رشد برابر مشتق تابع  می باشد، درنتیجه می توان نوشت: گزینه 1 - 6

 

گزینه 2 - 7

می دانیم:  

می دانیم آهنگ تغییرلحظه اي، همان مشتق است.

گزینه 1 - 8

 آهنگ متوسط

 مشتق= آهنگ لحظه اي

f(x)= 1x1= 8x2

= =
f(8) − f(1)

8 − 1

( − ) − ( − )82 8
−−

√3 12 1
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√3
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= = = 8
(64 − 2) − (1 − 1)

8 − 1
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f[4, 4 + 0٫41]

= = =
f(x + Δx) − f(x)

Δx

f(4 + 0٫41) − f(4)
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t
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y = f(u) → = (u)y ′ u′f ′
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f(x) − f(1)
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1
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y = 3f( ) + → = 6x ( ) + 3 → (1) = 6 (1) + 3 → (1) = 6( ) + 3 = − + 3 = −x2 x3 y ′ f ′ x2 x2 y ′ f ′ y ′
−6
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واضح است که آهنگ متوسط  واحد از آهنگ لحظه اي بیشتر است.

آهنگ لحظه اي تابع     در   برابر    است. گزینه 4 - 9

گزینه 2 - 10

    آهنگ متوسط

گزینه 3 - 11

آهنگ متوسط

گزینه 3 - 12

  آهنگ متوسط

  آهنگ لحظه اي در 

  پس

گزینه 2 - 13

 آهنگ متوسط

 آهنگ لحظه اي در 

گزینه 1 - 14

 آهنگ متوسطآهنگ متوسط یک تابع در بازة  برابر است با:

 آهنگ متوسط

 و آهنگ لحظه اي تابع در هر نقطه برابر مشتق تابع در آن نقطه است. پس:

 

 درنتیجه اختلاف آهنگ متوسط و آهنگ لحظه اي موردنظر برابر صفر است:

 

ابتدا آهنگ لحظه اي تغییر تابع  را در  به دست می آوریم که همان  است. گزینه 4 - 15

 

 ازطرفی براي آهنگ متوسط تغییر نیز داریم:

  آهنگ متوسط تغییر تابع در بازة 

 :پس

سرعت لحظه اي متحرك در  برابر با  است: گزینه 3 - 16

 

2

y = f(x)x = a(a)f ′

f(x) = → (x) = − (3) =(3x + 1)
−
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2 f ′ 1
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2( )23

−3
16

= = = = = = 5
f( ) − f( )x2 x1

−x2 x1

f(2) − f(1)

2 + 1
(8 + 4) − (−1 − 2)

3
12 + 3

3
15
3

= = = = =
f(4٫56) − f(4٫25)

4٫56 − 4٫25

−2٫56
− −−−

√ 2٫25
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√

0٫31
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0٫1

0٫31
10
31

= = =
f(5) − f(1)

5 − 1
(25 − 4) − (1 − 2)

4
22
4

= (1) = 2x − = 2 − =f ′ 1(3)

2 3x + 1
− −−−−−

√

3
4

5
4

x = 1

: = = = 4٫4
آھنگ متوسط

آھنگ لحظھ ای

22
4
5
4

22
5

= = =
f(4) − f(1)

4 − 1
16 + 2a − (1 + a)

3
15 + a

3

= (1) = 2x + = 2 +f ′ a

2 x−−√

a

2
x = 1

آھنگ متوسط = 2 × آھنگ لحظھ ای → = 2(2 + ) → = 4 + a
15 + a

3
a

2
15 + a

3

→ 15 + a = 12 + 3a → 2a = 3 → a =
3
2

[a, b]
=

f(b) − f(a)

b − a

= = = = = =
f(4٫25) − f(2٫41)

4٫25 − 2٫41

−6٫25
− −−−

√ 4٫41
− −−−

√

1٫84
2٫5 − 2٫1

1٫84
0٫4

1٫84
40
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5

23

(x) = ⇒ (3٫29) = = = = =f ′ 1

2 x + 2
− −−−−

√
f ′ 1

2 × 5٫29
− −−−

√

1
2 × 2٫3

1
4٫6

10
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5
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ft = 4(4)f ′

f(t) = t − ⇒ (t) = 1 − ⇒ (4) =t√ f ′ 1
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4
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3
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t = a(a)f ′

(t) = 3 − 4t + 3 ⇒ (a) = 3 − 4a + 3f ′ t2 f ′ a2
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 سرعت متوسط متحرك در بازة  برابر است با: 

  :پس

 حال داریم:

 

آهنگ متوسط تغیر تابع بین نقاط  تا  برابر است با: گزینه 4 - 17

 

 درنتیجه طبق فرض، آهنگ لحظه اي تغییر تابع در نقطۀ  برابر با  است. از طرفی می دانیم آهنگ لحظه اي تغییر تابع، همان مشتق تابع بوده که برابر با شیب خط مماس بر نمودار تابع در

آن نقطه است.

 

: سرعت متوسط در بازة زمانی  گزینه 2 - 18

 

 سرعت لحظه اي:

 

 

آهنگ متوسط تغییر تابع در بازة  برابر است با: گزینه 2 - 19

 

 

 :فرض سوال

گزینه 2 - 20

 

    

   

 

براي این که ببینیم ربات در چه لحظاتی مقادیر ماکسیمم و مینیمم را براي مکان خود اختیار می کند، باید اکسترمم هاي مطلق  را بیابیم: گزینه 4 - 21

  

 حال مقدار تابع را در هریک از نقاط بحرانی و هم چنین نقاط انتهایی بازه محاسبه می کنیم:

  

 پس باید سرعت متوسط را در بازة  پیدا کنیم:

  

تابع داده شده  است. گزینه 2 - 22

[0, a]
f(a) − f(0)

a − 0

= = − 2a + 3
f(a) − f(0)

a − 0
− 2 + 3a + 1 − 1a3 a2

a
a2

3 − 4a + 3 = − 2a + 3 ⇒ 2 − 2a = 0 ⇒ {a2 a2 a2 = 1a1 ق ق
= 0a2 غ ق ق

BC

= = = 3
f(8) − f(6)

8 − 6
48 − 42

8 − 6
6
2

A=
3
6

1
2

(a) = ⇒ m = = ⇒ 4a − 2b = a ⇒ 3a = 2b ⇒ =f ′ 1
2

2a − b

a − 0
1
2

b

a

3
2

[2, 10]

= = = 21
f(10) − f(2)

10 − 2
(2 × 100 − 3 × 10 + 10) − (2 × 4 − 3 × 2 + 10)

8
180 − 12

8

(t) = 4t − 3f ′

4t − 3 = 21 ⇒ 4t = 24 ⇒ t = 6

[4, 16]

= = =
f(16) − f(4)

16 − 4

7 + 50 − (7 + 50)16
−−

√ 4
−−

√

12
14
12

7
6

f(t) = 7 + 50 ⇒ (t) = ⇒ (a) =t√ f ′ 7
2 t√

f ′ 7
2 a−−√

⇒ = ⇒ = 3 ⇒ a = 9
7

2 a−−√

7
6

a−−√

M(x, y) ⇒ y = 7x + 4
− −−−−−

√

M dتا مبدأ فاصلۀ نقطۀ = |OM | = +x2 y 2
− −−−−−

√ = + (x2 7x + 4
− −−−−−

√ )2
− −−−−−−−−−−−−

√ = + 7x + 4x2
− −−−−−−−−−

√

d آھنگ لحظھ ای تغییر = d ′ =
2x + 7

2 + 7x + 4x2
− −−−−−−−−−

√
(5) =− →−−

x=5
d ′ 10 + 7

2 25 + 35 + 4
− −−−−−−−−−

√

⇒ (5) =d
′ 17

2 64
−−

√
=

17
16

d(t)

(t) = 4 − 16t = 0d ′ t3 ⇒ 4t( − 4) = 0t2 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

t = −2 غ ق ق
t = 0
t = 2

d(0) = 8 , d(2) = −8 , d(3) = 17

[2, 3]

d(3) − d(2)

3 − 2
=

17 − (−8)

1
= 25

f(x) = −
1
2
x2 1

x
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 اختلاف این دو  است.

[1, 4] آھنگ تغییر متوسط در =
f(4) − f(1)

4 − 1
=

(8 − ) − ( − 1)
1
4

1
2

3
=

+
31
4

1
2

3
=

11
4

x = 2 = آھنگ تغییر لحظھ ای در(2) f ′ ⇒ (x) = x +f ′ 1
x2

⇒ (2) = 2 + =f ′ 1
4

9
4

− = = 0٫5
11
4

9
4

2
4
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