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شکل مقابل مربوط به نمودار تابع  است. تابع  در کدام یک از نقطه هاي زیر حد دارد؟ - 2

، نماد جزء صحیح است.) ) 

1

21 1

2

_

y

x

y = f(x)g(x) = f(x) − [f(x)]

[ ]

x = −1

x = 0

x = 1

x = 2

باقی ماندة تقسیم چندجمله اي  بر  برابر با  است. باقی ماندة تقسیم این چندجمله اي بر  - 3
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نمودار تابع  در شکل مقابل رسم شده است. حاصل  کدام است؟ - 4
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با توجه به نمودار تابع خطی  در شکل زیر، حاصل  کدام است؟ - 6flim
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اگر چندجمله اي  بر  بخش پذیر باشد، آنگاه باقی ماندة تقسیم  بر  کدام است؟ - 7f(x) = − x + 2 − 2ax2(x + 2)f(x)(x − a)
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اگر  باشد، مقدار  کدام است؟ ( عددي حقیقی مشخص و مخالف صفر است.) - 8= Llim
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شکل روبه رو نمودار تابع  را نشان می دهد. حاصل  کدام است؟ - 9
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تابع  مفروض است. اگر  آنگاه  کدام است؟ - 10f(x) =
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تابع  مفروض است. اگر نمودار تابع  مطابق شکل زیر باشد و داشته باشیم: - 11
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، نماد جزء صحیح است.) ، حاصل عبارت هاي  و  به ترتیب از راست به چپ کدام است؟ ( با فرض  - 12
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y نمودار تابع  مطابق شکل روبه رو است. مجموع طول نقاطی که تابع  در آنها حد ندارد، کدام است؟ - 13

صفر

ff

−1

1

3

، نماد جزء صحیح است.) ،  و  باشد،  کدام است؟ ( اگر  - 14f(x) = {
[x] − 3

− 3xx2

; x < a

; x ≥ a
a ∈ Zf(x) − f(x) = 0lim

x→a+
lim
x→a−

f(− )
a

3
[ ]

2

−2

−3

−4

تابع مربوط به کدام نمودار، در  تعریف شده نیست و حد ندارد؟ - 15

x=a

x=a

x=a

x=a

x = a

4

حد

علی هاشمی



دامنۀ تابع  به صورت یک همسایگی محذوف  است و شامل همسایگی چپ عدد  می باشد. اگر این دامنه هیچ - 16

( همسایگی راست عدد  را نداشته باشد،  کدام است؟ (
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، نماد جزء ، دو برابر حد راست تابع  در این نقطه است.  کدام است؟ ( حد چپ تابع  در نقطه اي به طول صحیح  - 19
صحیح است.)
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، کدام گزینه صحیح است؟ با توجه به نمودار تابع  - 20f
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کدام یک از عبارت هاي زیر در مورد تابع  که نمودار آن در شکل مقابل آورده شده است، درست است؟ - 21

تابع   در  فقط حد راست دارد.

حد چپ و راست تابع  در  موجود است ولی با هم برابر نیستند.

تابع   در  داراي حد است.

تابع  در  حد چپ دارد.
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شکل زیر مربوط به نمودار تابع  است. حاصل عبارت  کدام است؟ - 22 f(x) A = f(x) + f(x) + f(x)lim
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نمودار تابع  در شکل زیر رسم شده است. اگر تابع  در   حد نداشته باشد، حاصل عبارت  - 23

کدام است؟
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حاصل  کدام است؟ - 28  lim
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تابعی که نمودار آن در شکل زیر نشان داده شده است، در چند نقطه حد ندارد؟ - 30

در تمام نقاط حد دارد.
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می دانیم که  است. گزینه 4 - 1

 

گزینه 3 - 2

حد ندارد.  :گزینۀ 

حد ندارد.  :گزینۀ 

حد دارد.  :گزینۀ 

حد ندارد.  :گزینۀ 

گزینه 3 - 3

  باقی ماندة  بر 

 

 باقی ماندة تقسیم  بر  عبارت درجۀ اولی به صورت  است. با توجه به رابطۀ تقسیم داریم:

 

 

 

  باقی مانده 

گزینه 2 - 4

 توجه کنید وقتی  تابع  با مقادیر بیشتر از  به  نزدیک می شوند، پس داریم:

cos 2a = 1 − 2 asin2

=lim
x→

π

6

2 cos 2x − 1

2 x + sin x − 1sin2
lim
x→

π

6

2(1 − 2 x) − 1sin2

2 x + 2 sin x − sin x − 1sin2

= =lim
x→

π

6

1 − 4 xsin2

2 sin x(sin x + 1) − (sin x + 1)
lim
x→

π

6

−(2 sin x − 1)(2 sin x + 1)

(sin x + 1)(2 sin x − 1)

= = = = −lim
x→ π

6

−(2 sin x + 1)

sin x + 1

−(2 × + 1)
1
2

+ 1
1
2

−2
3
2

4
3

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= f(x) − [f(x)] = 1 − [ ] = 1 − 0 = حد راست1 lim
x→(−1)+

1−

 = f(x) − [f(x)] = 1 − [ ] = 1 − 1 = حد چپ0 lim
x→(−1)−

1+
1

 
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= f(x) − [f(x)] = 0 − [ ] = 0 − 0 = حد راست0 lim
x→0+

0+

 = f(x) − [f(x)] = 0 − [ ] = −(−1) = حد چپ1 lim
x→0−

0−2

 
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= f(x) − [f(x)] = 2 − [ ] = 2 − 1 = حد راست1 lim
x→1+

2−

 = f(x) − [f(x)] = 1 − [ ] = 1 − 0 = حد چپ1 lim
x→1−

1−3

 
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

= f(x) − [f(x)] = 0 − [ ] = −(−1) = حد راست1 lim
x→2+

0−

 = f(x) − [f(x)] = 1 − [ ] = 1 − 1 = حد چپ0 lim
x→2−

1+4

f(x) = + k + 2 − 5x + 2x10 x8 x3

= f(1) = −4 ⇒ 1 + k + 2 − 5 + 2 = −4 ⇒ k = −4f(x)x − 1

⇒ f(x) = − 4 + 2 − 5x + 2x10 x8 x3

f(x)− x − 2x2ax + b

− 4 + 2 − 5x + 2 = (x − 2)(x + 1)q(x) + ax + bx10 x8 x3

x = 2 ⇒ − 4 × + 16 − 10 + 2 = 0 + 2a + b ⇒ 2a + b = 8210 28

x = −1 ⇒ (−1 − 4 − 2 + 5 + 2 = 0 − a + b ⇒ −a + b = 2)10

= 2x + 4{ ⇒ 3a = 6 ⇒ a = 2 ⇒ b = 4 ⇒
2a + b = 8
a − b = −2

fof(x) = f (f(x))lim
x→+∞

lim
x→+∞

x → +∞f(x)22

9

حد

علی هاشمی



 

گزینه 1 - 5

ابتدا معادلۀ خط گذرنده از دو نقطۀ  و  را می نویسیم. گزینه 1 - 6

 

 اکنون باید ضابطۀ معکوس تابع را به دست آوریم ( را برحسب  به دست آوریم و سپس جاي  و  را عوض می کنیم.)

 

  :پس

از آنجایی که چندجمله اي  بر  بخش پذیر است، لذا  خواهد بود. گزینه 3 - 7

 

 درنتیجه  می باشد. براي محاسبۀ باقی ماندة تقسیم  بر  کافی است  را محاسبه کنیم:

گزینه 1 - 8

 چون حاصل حد برابر با یک عدد حقیقی شده است پس حد صورت هم باید صفر باشد چون در غیر این صورت حاصل حد، نامتناهی می شود پس  است.

 

 اگر نخواستید از روش هوپیتال استفاده کنید می توانید صورت و مخرج را بر عامل ابهام یعنی  تقسیم کنید و در این صورت داریم:

 

 پس  است.

، وقتی با مقادیر کمتر از یک به عدد یک نزدیک می شویم،  با مقادیر بیشتر از صفر به صفر نزدیک می شود. همچنین داریم: با توجه به نمودار تابع  گزینه 3 - 9

 عدد مثبت 

 درنتیجه:

 

چون حاصل حد تابع  وقتی  عددي حقیقی شده، بنابراین باید درجۀ صورت و مخرج کسر یکسان باشد، پس باید ضریب  در صورت صفر باشد: گزینه 2 - 10

 

 

 حال حاصل  را محاسبه می کنیم:

 

 البته می توانید از روش هوپیتال نیز استفاده کنید.

 

می دانیم: گزینه 3 - 11
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عددی مثبت
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fx → +∞x3
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−(x − 1)(x − 2)

2(2)

−(−1)

= = 4− →−−
HOP

lim
x→1

4x
−2x + 3

4
1

10

حد

علی هاشمی



 

 با توجه به نمودار می توان نتیجه گرفت  بنابراین:

 

 حال با توجه به ضابطۀ تابع  خواهیم داشت:

 

گزینه 3 - 12

  

  

،  و  حد ندارد، پس مجموع طول نقاطی که تابع  در آنها حد ندارد به صورت زیر است. با توجه به نمودار تابع، مشخص است که تابع در نقاط  گزینه 4 - 13

گزینه 4 - 14

) تابع در  تعریف شده است ولی حد ندارد، زیرا حد چپ و راست در این نقطه، دو عدد متفاوت هستند. گزینۀ  گزینه 3 - 15

) تابع در  تعریف نشده ولی در این نقطه حد دارد. گزینۀ 

) تابع در  تعریف نشده و حد هم ندارد، زیرا حد چپ و راست در این نقطه، دو عدد متفاوت هستند. گزینۀ 

) تابع در  تعریف نشده ولی در این نقطه حد دارد. گزینۀ 

گزینه 3 - 16

    

 چون دامنۀ تابع به صورت یک همسایگی محذوف  است، پس داریم:

 

 همچنین چون دامنۀ تابع شامل همسایگی چپ  می باشد ولی شامل هیچ همسایگی راست  نیست، پس داریم:

 

 

، می توان نتیجه گرفت که  در یک همسایگی از عدد  قرار می گیرد که حتماً غیرصحیح است پس: وقتی  به هر سه عدد نزدیک می شود مقدار حد  می شود و وقتی  گزینه 4 - 17

 خواهد بود.

  حاصل عبارت 

چون تابع  در  حد دارد، فرض می کنیم:   پس: گزینه 1 - 18

 

 

 

(f(x) − g(x)) = f(x) − g(x) = 1lim
x→+∞
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−434f

−4 + 3 + 4 = 3

f(x) = ( − 3x) = − 3a , f(x) = [x] − 3 = a − 1 − 3 = a − 4lim
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a2 a2

⇒ (a − 2 = 0 ⇒ a = 2 ⇒ f(x) = {)2 [x] − 3
− 3xx2
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a

3
2
3

2
3
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2x = a

3x = a
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x + b ≠ 0 → x ≠ −b , a − > 0x2 → < ax2 → − < x <a−−√ a−−√ → = (− , ) − {−b}Df a−−√ a−−√

1

−b = 1 ⇒ b = −1

22

= 2 ⇒ a = 4 ⇒ = (−2, 2) − {−1}a−−√ Df

: a + b = 4 + (−1) = پس3

x → axax−2

f(2) = 3

= −2 + (−2) + (−2) + 3 = −3⇒

f(x)Rf(x) = Llim
x→1

= 1 ⇒ 2 − 8 = 3L + 1 ⇒ 2 − 3L − 9 = 0
3L + 1

2 − 8L2
L2 L2

⇒ (2L + 3) (L − 3) = 0 ⇒ L = − ,L = 3
3
2

L = − ⇒ f(x) − = f(x) − = − − = − =
3
2

lim
x→1

∣

∣
∣

3
4

∣

∣
∣

∣

∣
∣lim
x→1

3
4

∣

∣
∣

∣

∣
∣

3
2

3
4

∣

∣
∣

∣

∣
∣

9
4

∣

∣
∣

9
4
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گزینه 4 - 19

می دانیم که  است.

 ابتدا ضابطۀ  را به صورت چندضابطه اي می نویسیم:

 

 

توجه: در مسائل حدي، همواره عدد مورد نظر غیر صحیح است چون متغیر به سمت آن عدد میل می کند و هرگز به آن نمی رسد و در همسایگی آن عدد قرار دارد.

تابع براي  تعریف نشده است پس گزینۀ یک نادرست است. گزینه 4 - 20

 پس گزینۀ دو نادرست است.

پس  وجود ندارد بنابراین گزینۀ سه نادرست است.  و 

 پس گزینۀ چهار درست است.

تابع   در  هم حدراست و هم حد چپ دارد پس گزینۀ  نادرست است. گزینه 3 - 21

تابع   در  فقط حد چپ دارد پس گزینۀ  نادرست است.

تابع  در  داراي حد چپ و راست برابر است و حد دارد پس گزینۀ  درست است.

تابع  در  فقط حد راست دارد پس گزینۀ  نادرست است.

گزینه 4 - 22

  

. با توجه به شکل حد چپ و راست تابع   در  برابر نیستند، پس تابع   در  حد ندارد و   گزینه 1 - 23

اگر  و  باشند؛ داریم: گزینه 3 - 24

 

    :پس

گزینه 2 - 25

    

گزینه 3 - 26

گزینه 1 - 27

چون  مخرج کسر را صفر می کند پس صورت کسر هم به ازاي  باید صفر شود تا حد به دست آید. یعنی داریم:

      :پس

L = 3 ⇒ f(x) − = f(x) − = 3 − =lim
x→1

∣

∣
∣

3
4

∣

∣
∣

∣

∣
∣lim
x→1

3
4

∣

∣
∣

∣

∣
∣

3
4

∣

∣
∣

9
4

[x] + [−x] = { 0
−1

, x ∈ Z

, x ∉ Z

f

f(x) = [x] + 3([x] + [−x]) ⇒ f(x) = {
x

[x] − 3
; x ∈ Z

; x ∉ Z

a − 4 = 2a − 6 ⇒ a = 2
f(x) = [ ] − 3 = a − 1 − 3 = a − 4lim

x→a−
a−

f(x) = [ ] − 3 = a − 3lim
x→a+

a+

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−

فرض سوال

x > 4

 f(x) = 0lim
x→1

 f(x) = 2lim
x→3+

 f(x) = 1lim
x→3−

 f(x)lim
x→3

 f(x) = 1lim
x→0

f x = a1

f x = c2

 f x = b3

 f x = d4

f(x) = 1lim
x→2+

، f(x) = 4lim
x→4

، f(x) = 0 ⇒ A = 1 + 4 + 0 = 5lim
x→(−2)+

f x = 3f x = 3 a = 3

⇒ −f(a − 4) + f(x) = −f(3 − 4) + f(x) = −f(−1) + f(x) = −(−1) + 0 = 1lim
x→(a−2)

lim
x→(3−2)

lim
x→1

f(x) =lim
x→a

L1g(x) =lim
x→a

L2

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = + =lim
x→a

lim
x→a

lim
x→a

L1 L2
3
2

( )(x) = = = −4 → = −4lim
x→a

f

g

f(x)lim
x→a

g(x)lim
x→a

L1

L2
L1 L2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

= 2, = −L1 L2
1
2

(f − 2g)(x)lim
x→a

= f(x) − 2 g(x)lim
x→a

lim
x→a

= − 2L1 L2 = 2 − 2(− ) = 3
1
2

lim
x→1

( − 3x + 2)x + 3
− −−−−

√ x2

− 1x2
=

0
0

→ lim
x→1

(x − 1)(x − 2)x + 3
− −−−−

√

(x + 1)(x − 1)
= lim

x→1

(x − 2)x + 3
− −−−−

√

(x + 1)
= = −1

2(−1)

2

[x] = [ ] = 2 → =lim
x→3−

3−
lim
x→3−

2x − 6
|2 − 2x − 12|x2

0
0

→ = = = −lim
x→3−

2(x − 3)

2| − x − 6|x2
lim
x→3−

(x − 3)

| || |x − 3
  

−

x + 2
  

+

lim
x→3−

(x − 3)

−(x − 3)(x + 2)

1
5

 x = 2 x = 2

a(2 + 4(2) = 0 → 4a + 8 = 0 → a = −2)2

→ lim
x→2

−2 + 4xx2

− 4x2
= lim

x→2

−2x(x − 2)

(x − 2)(x + 2)
= = −1 → b = −1

−4
4

lim
x→(−2)

+ 5x − 3ax2

+ 4bx2
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گزینه 2 - 28

چون  است پس  همواره مثبت است.

    

اگر  باشد، بازة  را یک همسایگی راست عدد  می گوییم. گزینه 1 - 29

با توجه به تعریف فوق بازة  همسایگی راست  است.
بررسی سایر گزینه ها:

بازة  همسایگی چپ عدد  می باشد.

بازة  یک همسایگی  است.

مجموعۀ  همسایگی محذوف  می باشد.

با توجه به نمودار تابع داده شده، داریم: گزینه 4 - 30

  

 توجه کنید که حد تابع در یک نقطه به مقدار تابع در آن نقطه ارتباطی ندارد، پس این تابع در تمام نقاط حد دارد.

= lim
x→(−2)

+ 5x + 6x2

− 4x2
= lim

x→(−2)

(x + 3)(x + 2)

(x − 2)(x + 2)
= = −0٫25

1
−4

−1 ≤ cos x ≤ 11 + cos x

lim
x→π+

| |1 + cos x
  +

xsin2
= lim

x→π+

1 + cos x

1 − xcos2
= lim

x→π+

(1 + cos x)

(1 + cos x)(1 − cos x)
=

1
1 − (−1)

=
1
2

r > 0(a, a + r)a

(2, 3)2

(1, 2)2

(0, 4)2

(1, 3) − {2}2

f(x) = d ,lim
x→a

f(x) = e ,lim
x→b

f(x) = dlim
x→c
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3 - 3

4 - 2

5 - 1

6 - 1

7 - 3

8 - 1

9 - 3

10 - 2

11 - 3

12 - 3

13 - 4

14 - 4

15 - 3

16 - 3

17 - 4

18 - 1

19 - 4

20 - 4

21 - 3

22 - 4

23 - 1

24 - 3

25 - 2

26 - 3

27 - 1

28 - 2

29 - 1

30 - 4
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