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اگر نمودار تابع  به صورت زیر باشد، نمودار تابع  در اطراف  به کدام صورت است؟ - 1y = f(x)g(x) =
2x + 1
f(x)

− −−−−−

√x = −1

، تابع  داراي  مجانب قائم است؟ به ازاي چند مقدار براي  - 2

صفر

af(x) =
− 3x + 2x2

+ axx3
2

4

2

1

1



نمودار تابع با ضابطۀ  در نزدیکی مجانب قائم آن به کدام صورت است؟ - 3y =
x + 1

+ xx3

تابع  چند خط مجانب قائم دارد؟ - 4y =
|x|

x(2x − 1 (x − 2))2
− −−−−−−−−−−−−−

√
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، علامت جزء صحیح است.) نمودار تابع   در اطراف مجانب قائم خود به کدام صورت است؟ ( - 5y =
x − x2− −−−−√

x − [x]
[ ]
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نمودار تابع  در مجاورت خط  چگونه است؟ - 6y = cot x − cot 3xx = π

، علامت جزء صحیح است.) تابع  داراي چند مجانب قائم است؟ ( - 7

بی شمار

مجانب قائم ندارد.

f(x) =
9 − x2
− −−−−

√

[x] + [−x]
[ ]
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، در اطراف مجانب قائمش به صورت مقابل باشد،  چند مقدار مختلف می تواند داشته باشد؟ اگر نمودار تابع  - 8

صفر

y =
a + 1

+ 2ax − 4ax2
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تابع  چند خط مجانب قائم دارد؟ - 9

بی شمار

y =
x + 1

|x| + |x − 4| − 4
1

0
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نمودار تابع  چند خط مجانب قائم دارد؟ - 10y =

[ ]x

3
x( − 4)( − 9)x2 x2
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نمودار تابع   در مجاورت   به صورت مقابل است. حاصل  کدام است؟ - 11f(x) =
x − 5

−3 + ax + bx2
x = 3a − b

45

16

24

−8

،  است. کدام است؟ تنها مجانب قائم  - 12

صفر

 یا صفر

f(x) =
x + 1
+ ax + bx2

x = 2a + b
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کدام تابع خط مجانب قائم دارد؟ - 13

y = + +
1

x − 1
− −−−−

√

1

x + 1
− −−−−

√
1 − 4x2
− −−−−−

√

y =
( + 3x − 4)( − 3x − 4)x2 x2

− 1∣∣x2 ∣∣

y =
1

[x]

y =
x − 2

2x − x2
− −−−−−

√

تابع  چند مجانب قائم دارد؟ - 14

صفر

f(x) =
x 16 − x2

− −−−−−
√

sin x
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تابع  چند مجانب قائم دارد؟ - 15

صفر

f(x) = −
x + 1− −−−√

x − 2
x − 2− −−−√

x + 1
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گزینه 1    ابتدا دامنۀ تابع  را حساب می کنیم. - 1

باتوجه به دامنه، تابع  در همسایگی چپ  تعریف شده است، حال داریم:

 

براي بررسی مجانب قائم، ریشه هاي مخرج را می یابیم: گزینه 2 - 2

دو حالت ایجاد می شود     

 

در این حالت مخرج داراي  ریشه است که یکی از آنها  است و خط مجانب قائم می باشد و بین دو عدد  باید یکی از این اعداد ریشه صورت باشد و بعنوان مجانب قائم مورد
قبول واقع نشود. براي این کار باید ریشه هاي صورت را در مخرج قرار دهیم.

    : ریشه هاي صورت

دو مجانب قائم  

دو مجانب قائم  

بنابراین دو مقدار    براي  وجود دارد تا منحنی فوق داراي دو خط مجانب قائم باشد.

گزینه 3 - 3

توجه: براي بررسی رفتار یک تابع در اطراف مجانب قائم آن، باید حد چپ و راست تابع را به ازاي ریشۀ مخرج بیابیم.

 

در نتیجه تابع در اطراف مجانب قائم به شکل زیر می باشد:

گزینه 1 - 4
توجه: براي بررسی رفتار یک تابع در اطراف مجانب قائم آن، باید حد چپ و راست تابع را به ازاي ریشۀ مخرج بیابیم.

 و  و  ریشه هاي مخرج هستند اماّ  در دامنه نیست و  هم تابع را  نمی کند پس فقط خط  مجانب قائم است.

براي بررسی شکل تابع در اطراف مجانب قائم به ازاي ریشه ي مخرج حد چپ و حد راست می گیریم. گزینه 4 - 5
ابتدا دامنه تابع را می یابیم:

g

gx = −1

= = = = +∞lim
x→(−1)−

2x + 1
f(x)

− −−−−−

√
−2 + 1

0−

− −−−−−−

√
−1

0−

− −−

√ +∞− −−−
√

+ ax = 0 → x ⋅ ( + a) = 0 →x3 x2

⇒ { a ≥ 0 : x = 0 , + a ≠ 0x
2

a < 0 : x = 0 , x = ± −a−−−√

در این حالت مخرج فقط یک ریشھ دارد و نمی تواند دو مجانب قائم داشتھ باشد

3x = 0x = ± −a−−−
√

− 3x + 2 = 0 ⇒x2
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

= 1 a = −1x1 −→−
مخرج

= 2 a = −4x2 −→−
مخرج

a = −1 ⇒ f(x) = = ⇒ {
(x − 1) ⋅ (x − 2)

x ⋅ (x − 1) ⋅ (x + 1)

x − 2
x ⋅ (x + 1)

x = 0
x = −1

a = −4 ⇒ f(x) = = ⇒ {
(x − 1) ⋅ (x − 2)

x ⋅ (x − 2) ⋅ (x + 2)

x − 1
x ⋅ (x + 2)

x = 0
x = −2

{−1, −4}a

+ x = 0 → x( + 1) = 0 → x = 0x3 x2

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

= = = +∞ → x = 0lim
x→0+

x + 1
x( + 1)x2

lim
x→0+

1
x(1)

1

0+ نزدیک می شویم باید بھ سمت بالا برویم یعنی از راست بھ خط

= = = −∞ → x = 0lim
x→0−

x + 1
x( + 1)x2

lim
x→0−

1
x(1)

1

0− نزدیک می شویم باید بھ سمت پایین برویم  یعنی از چپ بھ خط

f(x) = : x(2x − 1 (x − 2) > 0 ⇒ : (−∞, 0) ∪ (2, +∞)
|x|

x(2x − 1 (x − 2))2
− −−−−−−−−−−−−−−

√
)2 Df
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = = 0lim
x→0−

lim
x→0−

−x

x ⋅ (2x − 1 (x − 2))2
− −−−−−−−−−−−−−−−

√

f(x) = = +∞ ⇒ x = 2 limمجانب قائم
x→2+

lim
x→2+

x

⋅x(2x − 1)2
− −−−−−−−−

√ x − 2
− −−−−
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x =
1
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x = 2x = 0x =
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از طرفی می دانیم که اگر   باشد   است پس   با توجه به دامنه، تابع در همسایگی راست ریشه مخرج  تعریف شده، پس گزینه هاي  و  رد می 

شود.

 

 

گزینه  صحیح است.

می دانیم:    گزینه 3 - 6

x = π

  

گزینه 3 - 7

 

 

 اگر  عددي حقیقی از دامنۀ تابع باشد، زمانی که  متغیر  عددي غیرصحیح است و داریم:

 

 تابع مجانب قائم ندارد.

گزینه 3 - 8

 با توجه به مجانب قائم، باید مخرج کسر ریشۀ مضاعف داشته باشد، پس داریم:

  یا    مخرج

 غیر قابل قبول  مجانب قائم 

  مجانب قائم 

x − ≥ 0 → x − = 0 → {x2 x2 x = 0
x = 1

x − x2 −

0
0 +

ج

1
0 −

x − [x] ≠ 0 → x ∈ Z

= (0, 1)Df

0 < x < 1[x] = 0y =
x − x2− −−−−√

x
x = 013

f(x) = =lim
x→0+

lim
x→0+

x − x2− −−−−
√

x
lim

x→0+

x ⋅ (1 − x)
− −−−−−−−−

√

x

→ = = = +∞lim
x→0+

×x−−√ 1 − x
− −−−−

√

×x−−√ x−−√
lim

x→0+

1 − x
− −−−−

√

x−−√

1

0+

4

sin(a − b) = sin a ⋅ cos b − cos a ⋅ sin b

sin 2x = 2 sin x ⋅ cos x

y = cot x − cot 3x = − =
cos x

sin x

cos 3x

sin 3x

cos x ⋅ sin 3x − sin x ⋅ cos 3x

sin x ⋅ sin 3x

= = = =
sin(3x − x)

sin 3x ⋅ sin x

sin 2x

sin 3x ⋅ sin x

2 sin x ⋅ cos x

sin 3x ⋅ sin x

2 cos x

sin 3x

⇒

y = = = +∞lim
x→π +

lim
x→π +

2 cos x

sin 3x

2(−1)

0−

y =  = = −∞lim
x→π −

lim
x→π −

2 cos x

sin 3x

2(−1)

0+

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = , [x] + [−x] ≠ 0 ⇒ x ∉ Z

9 − x2
− −−−−

√

[x] + [−x]

9 − ≥ 0 ⇒ ≤ 9 ⇒ −3 ≤ x ≤ 3 ⇒ = [−3, 3] − {−3, −2, ⋯ , 2, 3}x2 x2 Df

⇒ = (−3, 3) − {−2, −1, 0, 1, 2}Df

ax → ax

x ∉ Z ⇒ [x] + [−x] = −1 ⇒ = = −lim
x→a

9 − x2
− −−−−

√

[x] + [−x]

9 − a2
− −−−−

√

−1
9 − a2
− −−−−

√

y =
a + 1

+ 2ax − 4ax2

a = −4Δ = 0 ⇒ 4 + 16a = 0 ⇒ 4a(a + 4) = 0 ⇒ a = 0a2

⇒ = +∞ ⇒lim
x→0

1
x2

a = 0 ⇒ y = ⇒ x = 0
1
x2

⇒ = −∞lim
x→4

−3
(x − 4)2

a = −4 ⇒ y = = ⇒ x = 4
−3

− 8x + 16x2

−3
(x − 4)2
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 پس  قابل قبول است.

گزینه 3 - 9
کافی است ریشه هاي مخرج را به دست آوریم. لذا داریم:

، معادله برقرار است لذا دامنۀ تابع برابر  خواهد بود. در نتیجه خواهیم داشت: با رسم نمودار  نتیجه می شود، به ازاي مجموعه مقادیر 

0

y

x

4

4

y =42

y =1 x + x _ 4

 

تابع دو مجانب قائم  و  دارد    

توجه: مخرج داراي بی شمار ریشه است اماّ فقط  و  در مخرج صفر حدي ایجاد می کنند بقیۀ ریشه هاي مخرج صفر مطلق ایجاد می کنند که:

تعریف نشده 

گزینه 2 - 10

هر عددي که بتواند تابع  را به  میل دهد مجانب قائم منحنی محسوب می شود. پس ابتدا ریشه هاي مخرج کسر را می یابیم.

 

در  مجانب قائم ندارد چون  است. در  نقطۀ دیگر مجانب قائم دارد. مثلاً  داریم:

 خط مجانب قائم است. 

گزینه 1 - 11

اولاً  مجانب قائم تابع است. ثانیاً   ریشۀ مضاعف مخرج است. زیرا حد چپ و راست تابع در   با هم برابر هستند. پس: 

                     

توجه: هرگاه  ریشۀ مضاعف معادلۀ درجۀ دوم باشد آنگاه:

در صورتی  تنها مجانب قائم تابع  است که یا  ریشۀ مضاعف  باشد. یعنی: گزینه 4 - 12

 

 یا مخرج بصورت  باشد، که داریم:

 

در گزینۀ  داریم  پس دامنه تهی است. گزینه 4 - 13

در گزینۀ  عامل هاي   و  از صورت و مخرج حذف می شوند و عبارت دیگر کسري نیست و به  نمی رود پس مجانب قائم ندارد.

در گزینۀ  حد راست یا چپ در هیچ نقطه اي بی نهایت نیست چون مخرج فقط می تواند صفر مطلق شود.
نکته: هرگاه همۀ جملات مخرج داخل جزء صحیح باشد آن منحنی هرگز مجانب قائم ندارد.

در گزینۀ  حد راست در  برابر  می شود پس   مجانب قائم است. ( مجانب قائم نیست) زیرا کسر تبدیل به   می شود و بعد از رفع ابهام جواب برابر عدد می شود.

گزینه 2 - 14

 با در نظر گرفتن شرط رادیکال داریم:

 
 حال ریشه هاي مخرج را می یابیم:

 

 

a = −4

y = ⇒ |x| + |x − 4| = 4
x + 1

|x| + |x − 4| − 4
y = |x| + |x − 4|x ∈ [0, 4]= R − [0, 4]Df

x = 0x = 4⇒

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(x) = = +∞lim
x→0−

x + 1

0+

f(x) = = +∞lim
x→4+

x + 1

0+

x = 0x = 4

=
عدد

مطلق0

f(x)∞

x( − 4)( − 9) = 0 ⇒ x = 0 , ±2, ±3x2 x2

x = 2f(x) = 0lim
x→2

4

x = 0y = = = +∞ →lim
x→0−

[ ]0−

(−4) ⋅ (−9)0−

−1

0−

x = 3x = 3x = 3

−3 + ax + b = −3 = −3( − 6x + 9) = −3 + 18x − 27 ⇒ { ⇒ a − b = 45x2 (x − 3)
2

x2 x2 a = 18
b = −27

x = k

a + bx + c = a ⋅ (x − kx2 )2

x = 2f(x)x = 2+ ax + bx2

+ ax + b = = − 4x + 4 ⇒ a = −4, b = 4 ⇒ a + b = 0x2 (x − 2)
2

x2

(x − 2)(x + 1)

− x − 2 = + ax + b ⇒ a = −1, b = −2 ⇒ a + b = −3x2 x2

(1)x > 1, x > −1, − ≤ x ≤
1
2

1
2

(2)x − 1x + 1∞

f(x) =
(x − 1) ⋅ (x + 4) ⋅ (x + 1) ⋅ (x − 4)

|x − 1| ⋅ |x + 1|

(3)

(4)x = 0(−∞)x = 0x = 2
0
0

f(x) =
x 16 − x2

− −−−−−
√

sin x

16 − ≥ 0 ⇒ ≤ 16 ⇒ |x| ≤ 4 ⇒ −4 ≤ x ≤ 4 (1)x2 x2

sin x = 0 ⇒ x = kπ x = −π, 0, π−→
(1)

= = ±∞lim
x→−π

x 16 − x2
− −−−−−

√

sin x

−π 16 − π 2
− −−−−−−

√

صفر حدی
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 خطوط  مجانب هاي قائم تابع هستند. توجه کنید  مجانب قائم نمی باشد. پس تابع دو تا مجانب قائم دارد.

ابتدا دامنۀ تابع را می یابیم. گزینه 2 - 15

 تابع در هیچ همسایگی  تعریف نشده است، پس  مجانب قائم تابع نیست. تابع فقط در همسایگی راست  تعریف شده است. داریم:

 خط  مجانب قائم تابع است.

= = = 4lim
x→0

x 16 − x2
− −−−−−

√

sin x
lim
x→0

x 16 − x2
− −−−−−

√

x
lim
x→0

16 − x2
− −−−−−

√

= = ±∞lim
x→π

x 16 − x2
− −−−−−

√

sin x

π 16 − π 2
− −−−−−−

√

صفر حدی
x = ±πx = 0

f(x) = − , x − 2 = 0 ⇒ x = 2 , x + 1 = 0 ⇒ x = −1
x + 1
− −−−−

√

x − 2

x − 2
− −−−−

√

x + 1

} x ⩾ 2 ⇒ = [2, +∞) − {2} = (2, +∞)
x + 1 ⩾ 0 ⇒ x ⩾ −1
x − 2 ⩾ 0 ⇒ x ⩾ 2

−→
⋂

Df

x = −1x = −1x = 2

f(x) = ( − ) = − = +∞ − 0 = +∞lim
x→2+

lim
x→2+

x + 1
− −−−−

√

x − 2

x − 2
− −−−−

√

x + 1

3
−−

√

0+

0
3

x = 2
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