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با توجه به شکل مقابل حاصل  کدام است؟ - 2f(x) − f(x)lim
x→1+

lim
x→(−1)−

کدام است؟ وقتی   فرض کنید  می باشد حد تابع   - 3f(x) = {2
1

x ≥ 1
x < 1

f(x)x → 1−

حاصل  کدام است؟ - 4lim
x→( π

2
)+

tanx

cotx

، آن گاه حاصل  کدام است؟ ([ ] نماد جزء صحیح است.) اگر  - 5f(x) = { [x] ; x > −1
1 − [x] ; x ≤ −1

f( − 1)lim
x→0

x2

1



حاصل  کدام است؟ - 6lim
x→ π

2

x − 2
cos 2x + 1

a b c d
x

y نمودار تابع  به صورت زیر است. این تابع در چند نقطه از نقاط  حد ندارد؟ - 7f{a, b, c,d}

، نماد جزء صحیح است.) حاصل  کدام است؟ (  - 8([ ]+ [ ])lim
x→(−1)−

5
x − 1

−5
x + 2

[ ]

y

x1

1
2
3

نمودار تابع  به صورت شکل زیر است. حاصل  کدام است؟ - 9y = f(x)f( )lim
x→4+

1
2x − 7

2

مفاهیم حد

علی هاشمی



حاصل  کدام است؟ ( علامت جزء صحیح است. ) - 10[ ]lim
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اگر نمودار  به صورت زیر باشد، کدام یک از گزینه هاي زیر صحیح است؟  - 14f

 

، کدام گزینه صحیح است؟ با توجه به نمودار تابع  - 15f
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کدام یک از عبارت هاي زیر در مورد تابع  که نمودار آن در شکل مقابل آورده شده است، درست است؟ - 16f
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شکل زیر مربوط به نمودار تابع  است. حاصل عبارت  کدام است؟ - 17 f(x) A = f(x) + f(x) + f(x)lim
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نمودار تابع  در شکل زیر رسم شده است. اگر تابع  در   حد نداشته باشد، حاصل عبارت  - 18

کدام است؟

 y = f(x) f x = a−f(a − 4) + f(x)lim
x→(a−2)

، حاصل  کدام است؟ با توجه به نمودار تابع  - 19fA = f(x) + f(x) + f(x)lim
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اگر نمودار دو تابع  و  به صورت مقابل باشند، حاصل  کدام است؟ - 20fg(f − g)(x)lim
x→3−
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براي تابع  که نمودار آن داده شده، حاصل  کدام است؟ - 22ff(2) + f(x) + f(x)lim
x→2+

lim
x→2−

اگر تابع  در  حد داشته باشد و  باشد، مقدار  کدام است؟ - 23f(x) = {3 − 1x2
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، تابع  در  داراي حد است؟ (  علامت جزء صحیح است. ) به ازاي کدام مقدار  - 24af(x) =
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اگر تابع  یک سهمی با رأس  باشد و تابع  در نقطۀ  حد داشته باشد، حاصل  کدام - 25
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هرگاه  باشد، با توجه به نمودار تابع  حاصل  کدام است؟ - 26(2f(x) + 1) = 5lim
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با توجه به شکل زیر کدام گزینه صحیح است؟ - 27
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اگر نمودار تابع  به صورت زیر باشد، حاصل  کدام است؟ - 28ff(x) + f(1 − x)lim
x→1+

lim
x→0+

چه تعداد از توابع زیر در نقطۀ  حد ندارند؟ - 29
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اگر  و  باشند، کدام گزینه درست است؟ - 30f(x) = {x + 3 , x ≥ 0
2x + 2 , x < 0

g(x) = {x − 1 , x ≥ 0
x , x < 0
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y = f x( (

1

شکل مقابل نمودار تابع  است. کدام یک از موارد زیر درست است؟ - 31f(x) = x − 1
− −−−

√
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، حاصل  کدام است؟ اگر  - 32g(x) = { 2x − 1 x ≠ 4
5 x = 4

g(x)lim
x→4

تابع  در نقطۀ  حد ندارد؛ ولی در نقطۀ  حد دارد. کدام شکل می تواند نمودار این تابع باشد؟ - 33y = f(x)x = 1x = 2
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شکل مقابل نمودار تابع  است حاصل   کدام است؟ - 34ff(x) + f(x) + f(3)lim
x→3+

lim
x→3−

، حاصل  کدام است؟ اگر  - 35= +∞lim
x→1

4 + − 1x3 x2

3 − ax − bx2
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تابع با ضابطه ي   در تمام نقاط حد دارد. مقدار    کدام است؟ - 36f(x) = { − ax + 1x2

x + b
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اگر   باشد، آنگاه حاصل    کدام است؟ - 37f(x + 1) =
1
− 1x2

f(x)lim
x→0+

تابع  مفروض است. اگر  و  آن گاه  کدام است؟ - 38f(x) = { ax + 2b ; x > 3
a + bx + 2x2 ; x < 3

f(x) = 6lim
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وقتی   در این صورت  در ناحیه ي سوم با مقادیر بیشتر از  به عدد  نزدیک می شود. گزینه 4 - 1

} 1

π
2( (

( )
+

1

 

گزینه 2 - 2

گزینه 1 - 3

تنها گزینه اي که جواب آن عدد یک می شود گزینه ي اول است زیرا براي محاسبه ي  باید سراغ ضابطه ي پایین برویم که جواب یک می شود.

گزینه 3 - 4

 در ناحیه ي دوم است و در این ناحیه تانژانت، منفی است.

گزینه 1 - 5

 :پس

گزینه 2 - 6

در مسائل حدي هر جا سینوس و کسینوس  شدند منظور  است، پس در مخرج داریم:  

حد راست و چپ تابع در نقطه به طول  با هم متفاوت اند؛ پس تابع در این نقطه حد ندارد. در نقطه به طول   تابع تعریف نشده است، ولی حد راست و چپ با هم برابرند؛ گزینه 4 - 7

پس تابع در این نقطه حد دارد. در نقطه به طول  هم تابع حد دارد.

در نقطه به طول  مقدار تابع و حد تابع با هم برابر نیست ولی چون حد راست و چپ با هم برابرند، پس تابع در این نقطه حد دارد.

گزینه 4 - 8

 

ابتدا باید بررسی نماییم عبارت مقابل تابع  به سمت چه عددي میل می نماید: گزینه 1 - 9

 

 حال یک تغییر متغیر انجام می دهیم:
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گزینه 2 - 10

گزینه 4 - 11

پس وقتی   آنگاه   و در نتیجه:

  

گزینه 2 - 12

دقت کنید که   است.

x

y

1
1

π
4

π
4( (

 : دقت کنید

با توجه به تابع داده شده و انتخاب ضابطۀ مناسب، حدهاي راست و چپ تابع را در  بررسی می کنیم: گزینه 2 - 13

    ,       

 

گزینه 4 - 14

به بررسی  گزینه می پردازیم.

  گزینه ي سوم              گزینه ي اول

  گزینه ي چهارم                                 گزینه ي دوم 

تابع براي  تعریف نشده است پس گزینۀ یک نادرست است. گزینه 4 - 15

 پس گزینۀ دو نادرست است.

پس  وجود ندارد بنابراین گزینۀ سه نادرست است.  و 

 پس گزینۀ چهار درست است.

تابع   در  هم حدراست و هم حد چپ دارد پس گزینۀ  نادرست است. گزینه 3 - 16

تابع   در  فقط حد چپ دارد پس گزینۀ  نادرست است.

تابع  در  داراي حد چپ و راست برابر است و حد دارد پس گزینۀ  درست است.

تابع  در  فقط حد راست دارد پس گزینۀ  نادرست است.

گزینه 4 - 17

  

. با توجه به شکل حد چپ و راست تابع   در  برابر نیستند، پس تابع   در  حد ندارد و   گزینه 1 - 18

گزینه 4 - 19

  

  

گزینه 3 - 20

   

x > 2 ⇒ 1 + 4x > 9 ⇒ < ⇒ < 4 ⇒ [ ] = [ ] = 3
1

1 + 4x
1
9

36
1 + 4x

lim
x→2+

36
1 + 4x

4−

x → ⇒ x < 2 ⇒ −x > −2 ⇒ 1 − x > −12−

x → 2−1 − x → (−1)
+

f(1 − x) = f(x) = f(− ) = 0lim
x→2−

lim
x→(−1)+

1+

x + = → x =
π

4
( )
π

2
−

( )
π

4
−

f(x) = f(x + ) = = = = −∞lim
x→( )

π

2
−

lim
x→( )

π

4
−

π

4
lim

x→( )
π

4
−

[x] − 1
1 − tan x

0 − 1

1 − 1−

−1

0+

= 0 , tan =[ ]( )
π

4
−

  
بین صفر و یک

( )
π

4
−

1−

x = 1

f(x) = ( + 2a) = 1 + 2alim
x→1+

lim
x→1+

x2f(x) = (ax − 1) = a − 1lim
x→1−

lim
x→1−

f(x) − f(x) = −1 ⇒ (1 + 2a) − (a − 1) = −1 ⇒ a = −1 − 2 = −3lim
x→1+

lim
x→1−

4

f(x) = +∞lim
x→+∞

f(x) = f(x) = 0lim
x→1

lim
x→1+

f(x) = −3lim
x→(−2)+

f(x) = +∞lim
x→0−

x > 4

 f(x) = 0lim
x→1

 f(x) = 2lim
x→3+

 f(x) = 1lim
x→3−

 f(x)lim
x→3

 f(x) = 1lim
x→0

f x = a1

f x = c2

 f x = b3

 f x = d4

f(x) = 1lim
x→2+

، f(x) = 4lim
x→4

، f(x) = 0 ⇒ A = 1 + 4 + 0 = 5lim
x→(−2)+

f x = 3f x = 3 a = 3

⇒ −f(a − 4) + f(x) = −f(3 − 4) + f(x) = −f(−1) + f(x) = −(−1) + 0 = 1lim
x→(a−2)

lim
x→(3−2)

lim
x→1

f(x) = 0 ,lim
x→(−3)+

f(x) = 3 ,lim
x→0−

f(x) = 1lim
x→3

→ A = f(x) + f(x) + f(x)lim
x→(−3)+

lim
x→0−

lim
x→3

= 0 + 3 + 1 = 4

(f − g)(x)lim
x→3−

= f(x) − g(x)lim
x→3−

lim
x→3−

= 4 − 3 = 1
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با توجه به نمودار فقط گزینۀ دوم در این دو نقطه فاقد حد است، زیرا حد چپ و راست در این نمودار در این دو نقطه وجود دارند ولی با هم برابر نیستند. گزینه 2 - 21

با توجه به نمودار داریم: گزینه 3 - 22

 

گزینه 1 - 23

گزینه 3 - 24

گزینه 2 - 25

چون  در  حد دارد، پس حد چپ و راست برابرند.

 

 

ابتدا باید با استفاده از قضایاي حد، حد تابع  را محاسبه نماییم: گزینه 2 - 26

 

 با توجه به نمودار، حد تابع  برابر است با:

اما محاسبۀ مقدار عبارت خواسته شده:

 

گزینه 4 - 27

(حد راست ندارد) وجود ندارد 

(حد چپ و راست برابر نیستند) وجود ندارد 

ابتدا باید وضعیت عبارت  را مشخص نماییم. گزینه 1 - 28

f(2) + f(x) + f(x) = 3 + 2 + 0 = 5
f(2) = 3

f(x) = 2lim
x→2+

f(x) = 0lim
x→2−

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
lim
x→2+

lim
x→2−

f(x) = (3 − 1) = 3 × − 1 = 11lim
x→2+

lim
x→2+

x2 22

f(x) = (ax − b) = 2a − blim
x→2−

lim
x→2−

2a − b = 11 (1)− →−−−−−−−−
x=2 fحد دارد در

f(x) = 4 ⇒ (ax − b) = 4 ⇒ −a − b = 4 ⇒ a + b = −4 (2)lim
x→−1

lim
x→−1

{ ⇒ 3a = 7 ⇒ a =− →−−
(2),(1) 2a − b = 11

a + b = −4
7
3

+ b = −4 ⇒ b = ⇒ a − b ⇒ − (− ) =− →−−−−
a+b=−4 7

3
−19

3
7
3

19
3

26
3

f(x) = f(x)lim
x→0−

lim
x→0+

f(x) = = = 1lim
x→0−

lim
x→0−

[x] − 2|x|

x − 1
−1 − 0

0 − 1

f(x) = bx + a − 1 = a − 1lim
x→0+

lim
x→0+

a − 1 = 1 ⇒ a = 2− →−−−−−−−−
x=0 fحد دارد در

g(x) = a + bx + c ⇒ = = 0 ⇒ b = 0x2 xs
−b

2a

g(x) = a + c 3 = 0 + c ⇒ c = 3 ⇒ g(x) = a + 3x2 − →−−
s(0,3)

x2

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

|x| − 7 , x ≥ 2 → f(x) = (|x| − 7) = 2 − 7 = −5lim
x→2+

lim
x→2+

a + 3 , x < 2 → f(x) = (a + 3) = 4a + 3x2 lim
x→2−

lim
x→2−

x2

fx = 2

4a + 3 = −5 ⇒ 4a = −8 ⇒ a = −2 ⇒ g(x) = −2 + 3x2

f(x) = g(x) = (−2 + 3) = 1lim
x→−1

lim
x→−1

lim
x→−1

x2

f

2f(x) + 1 = 5 → 2f(x) = 4 → f(x) = 2lim
x→1+

lim
x→1+

lim
x→1+

g
g(x) = −lim

x→1+

1
2

=lim
x→1+

( − 2g)(x)f 3
− −−−−−−−−−

√

(f × g)(x) + 3

− 2( g(x))( f(x))lim
x→1+

3 lim
x→1+

− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√

f(x) × g(x) + 3lim
x→1+ lim

x→1+

= = = 1٫5
− 2(− )(2)

3 1
2

− −−−−−−−−−−
√

2(− ) + 31
2

8 + 1
− −−−−

√

−1 + 3

f(x) :lim
x→4

f(x) = 0lim
x→1

f(x) :lim
x→3

(1 − x)
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نمودار هر یک از توابع داده شده را رسم می کنیم: گزینه 2 - 29

x

y

1

1_

(الف

x

y

1

1_

 

(ب

x

y

 

(پ

x

y

 

(ت

از روي نمودارهاي رسم شده مشخص است که توابع موارد (الف) و (ب) در نقطۀ  حد ندارند.

گزینه 2 - 30

وجود ندارد:  

وجود ندارد:  

حد ندارد  

، هرگاه بتوان مقادیر نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند  تعریف شده باشد؛ می گوییم حد چپ  در  برابر  است و می نویسیم  گزینه 3 - 31

 را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  از سمت چپ به اندازة کافی به  نزدیک شوند.

، هرگاه بتوان مقادیر  را به اندازة نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند  تعریف شده باشد؛ می گوییم حد راست  در  برابر  است و می نویسیم 

دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  از سمت راست به اندازة کافی به  نزدیک شوند.

، هرگاه ) تعریف شده باشد؛ می گوییم حد تابع  در  برابر  است و می نویسیم  نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند   شامل  (به جز احتمالاً در خود 

، اگر و تنها اگر: بتوان مقادیر  را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  (از سمت چپ و راست) به اندازة کافی به  نزدیک شوند؛ به عبارت دیگر 

.

با توجه به شکل مقابل می توان فهمید  و در نتیجه  وجود ندارد، همچنین  موجود نیست؛ ولی داریم:

 

 

y

x

y = f x( (

1

. ، اگر و تنها اگر  نکته:  گزینه 2 - 32

f(x) + f(1 − x) = −1 + (1) = 0lim
x→1+

lim
x→0+

f(x) = { , x ≠ 0|x|

x

0 , x = 0

f(x) = { 1 , x > 0
−1 , x < 0

f(x) = {
, x > 0x−−√

− , x < 0−x−−−√

f(x) = { 2 , x ≥ 0x2

0 , x < 0

x = 0

⇒ f(x)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = 3lim
x→0+

f(x) = 2lim
x→0−

lim
x→0

⇒ g(x)

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = −1lim
x→0+

g(x) = 0lim
x→0−

lim
x→0

(f + g)(x) = { ⇒ (f + g)(x) = 22x + 2 , x ≥ 0
3x + 2 , x < 0

lim
x→0

(f − g)(x) = { ⇒ (f − g)(x) =
4 , x ≥ 0

x + 2 , x < 0
lim
x→0

f(x)(a, )x0f(x)x = x0ℓf(x) = ℓlim
x→x−

0

f(x)ℓxx0

f(x)( , b)x0f(x)x = x0ℓf(x) = ℓlim
x→x+

0

f(x)

ℓxx0

f(x)(a, b)x0x0f(x)x = x0ℓf(x) = ℓlim
x→x0

f(x)ℓxx0f(x) = ℓlim
x→x0

f(x) = f(x) = ℓlim
x→x+

0

lim
x→x−

0

f(x)lim
x→1−

f(x)lim
x→1

f(x)lim
x→0+

f(1) = f(x) = 0lim
x→1+

f(x) = ℓlim
x→a

f(x) = f(x) = ℓlim
x→a+

lim
x→a−
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 در شکل مقابل نمودار تابع  را رسم کرده ایم. همان طور که ملاحظه می کنید، داریم:

 

y

x
-1

5
7

4

) تعریف شده باشد؛ می گوییم حد تابع  در  برابر  است و می نویسیم نکته: فرض کنیم  در بازه اي مانند   شامل  (به جز احتمالاً در خود  گزینه 2 - 33

، هرگاه بتوان مقادیر  را به اندازة دلخواه به  نزدیک کرد، به شرطی که مقادیر  (از سمت چپ و راست) به اندازة کافی به  نزدیک شوند؛ به عبارت دیگر

. ، اگر و تنها اگر: 

با توجه به نکتۀ بالا، هر یک از گزینه ها را بررسی می کنیم:

:گزینۀ 

y

x1 2

       در  حد دارد؛ ولی در  حد ندارد.

g(x) = { 2x − 1 x ≠ 4
5 x = 4

g(x) = 7lim
x→4

f(x)(a, b)x0x0f(x)x = x0ℓ

f(x) = ℓlim
x→x0

f(x)ℓxx0

f(x) = ℓlim
x→x0

f(x) = f(x) = ℓlim
x→x+

0

lim
x→x−

0

×x = 1x = 21

:گزینۀ 

y

x1 2

       در  حد ندارد؛ ولی در  حد دارد.

:گزینۀ 

y

x
1

2

                                   در  و  حد دارد.

:گزینۀ 

y

x1 2

                                   در  و  حد دارد.

بنابراین گزینۀ  پاسخ است.

گزینه 2 - 34

جمع این سه مقدار برابر یک میشود.

صورت کسر به ازاي  برابر  است و چون جواب حد برابر  شده است بنابراین مخرج کسر باید  باشد یا به بیان دیگر، مخرج باید داراي ریشه ي مضاعف  باشد یا گزینه 2 - 35

به صورت  باشد.

 پس

ابتدا شرط تابع را ساده تر می کنیم. گزینه 3 - 36

  

چون تابع در تمام نقاط حد دارد پس تابع در    و   نیز حد دارد.

  

  

از حل دستگاه   و   بدست می آید پس   است.

روش اول: گزینه 2 - 37

باید  میل کند پس   میل می کند.

 

روش دوم: ابتدا  را مشخص می کنیم.

گزینه 4 - 38

پس  است.

✓x = 1x = 22

×x = 1x = 23

×x = 1x = 24

2

= 1 , = −2 , f(3) = 2lim f(x)
x→3+

lim f(x)
x→3−

x = 14+∞0+1

3(x − 1)2

3 − ax − b = 3(x − 1 ⇒ 3 − ax − b = 3 − 6x + 3 → a = 6, b = −3x2 )2 x2 x2

: a + = 6 − 27 = −21b3

f(x) = { − ax + 1x2

x + b

,

,

−1 ≤ x ≤ 1
x > < −11 xیا

x = 1x = −1

x = 1 → → 1 + b = 2 − a → a + b = 1
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = (x + b) = 1 + blim
x→1+

lim
x→1+

f(x) = ( − ax + 1) = 1 − a + 1 = 2 − alim
x→1−

lim
x→1−

x2

x = −1 → a + 2 = −1 + b → a − b = −3
⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

f(x) = ( − ax + 1) = 1 + a + 1 = a + 2lim
x→(−1)+

lim
x→(−1)+

x2

f(x) = (x + b) = −1 + blim
x→(−1)−

lim
x→(−1)−

a = −1b = 22b − a = 5

x + 1 → 0+
x → (−1)

+

f(x) = f(x + 1) = = = = −∞lim
x→0+

lim
x→(−1)+

1

− 1( )(−1)
+ 2

1

− 11−

1

0−

f(x)

x + 1 = t → x = t − 1 → f(t) = = = → f(x) =
1

(t − 1 − 1)2

1
+ 1 − 2t − 1t2

1
− 2tt2

1
− 2xx2

f(x) = = = = −∞lim
x→0+

lim
x→0+

1
x(x − 2)

1

(−2)0+

1

0−

→ b = 6 , a = −2
f(x) = 6 → (ax + 2b) = 6 → 3a + 2b = 6lim

x→3+
lim
x→3+

f(x) = 2 → (a + bx + 2) = 2 → 9a + 3b = 0lim
x→3−

lim
x→3−

x2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

a + b = 4
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