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براي هر یک از زاویه هاي زیر مشخص کنید که انتهاي کمان در کدام ربع دایره مثلثاتی قرار می گیرد و سپس شکل تقریبی زاویه را همانند نمونه رسم - 1
کنید.

= 6- ππγ= 4- π =2
πβ= π 3α + π =

θO

θ = π
6-

انتهاي کمان در ربع چهارم است. انتهاي کمان در ربع .... است.     انتهاي کمان در ربع .... است.     انتهاي کمان در ربع .... است.     

{24 cm

- طول برف پاك کن عقب اتومبیلی  سانتی متر است. فرض کنید برف پاك کن ، کمانی به اندازة   طی می کند.  2

الف) اندازة کمان را برحسب رادیان به دست آورید.
ب) طول کمان طی شده توسط نوك برف پاك کن چند سانتی متر است؟

24120∘

(π ≃ 3٫14)

r

h= 8cm

=6cm - شکل فضایی و نیز شکل گستردة یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعدة 3

مخروط  و ارتفاع آن  می باشد. اندازة زاویۀ قطاع حاصل از شکل
گستردة این مخروط چند رادیان است؟

r = 6cmh = 8cm

km

B

6320

A

36 °

 

فاصلۀ دو نقطۀ  و  از کرة زمین که بر روي یک نصف النهار قرار دارند، مطابق شکل روبرو، برابر طول کمانی از دایرة گذرنده از آن دو نقطه است. با - 4
داشتن اندازه شعاع کرة زمین فاصلۀ بین دو نقطۀ داده شده را بیابید.

AB

1



α
θ

- شدت نور وارد بر یک سلول خورشیدي، با زاویۀ تابش  در ارتباط است (شکل زیر) اگر شدت نور را با  نشان دهیم، رابطۀ 5

 که در آن  یک عدد ثابت مثبت است، شدت نور را نشان می دهد.

الف) با توجه به شکل و با استفاده از روابط مثلثاتی، رابطۀ شدت نور را بر حسب زاویه  در شکل بازنویسی کنید.

ب) شدت نور را براي زاویه هاي  و  بر حسب  به دست آورید.

پ) زاویۀ  چقدر باشد تا بیشترین شدت نور به دست آید؟ چرا؟ (راهنمایی: از دایرة مثلثاتی کمک بگیرید).
(با کمی تغییر)

αI

I = k sin( − α)
π

2
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θ

θ = , θ = 0
π

6
θ =

π

3
k

θ

توابع مثلثاتی زیر را با نمودارهاي داده شده نظیر کنید. - 6

پ)  ب)  الف)  
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y = − |sin x|y = cos(x + )
π

6
y = sin(x − )

π

3

در هریک از نمودارهاي زیر بخشی از یک تابع مثلثاتی رسم شده است. با توجه به بخش رسم شده، توابع مثلثاتی داده شده در زیر را به نمودارها نظیر - 7
کنید و سپس نمودار را کامل سازید.
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y = cos(x − ) − 1
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y = 1 + |cos x|
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با توجه به نمودار هاي زیر، بیشترین و کمترین مقدار توابع مثلثاتی داده شده در چه نقاطی رخ می دهد؟ - 8
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y = − sin(x + )
π

6
y = cos(x − ) − 1

π

3
y = 1 + |cos x|

با توجه به نمودار هاي زیر، کدام یک از توابع مثلثاتی داده شده در بازة  یک به یک است؟ - 9
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در طراحی روبات هاي صنعتی براي انعطاف بیشتر در حرکت روبات ها، معمولاً دو مفصل مکانیکی براي بازوي آن به - 10
صورت روبرو در نظر می گیرند.

الف) ارتفاع نوك گیرة این ربات را از سطح زمین، بر اساس توابعی از  و  مدل سازي کنید.

ب) فرض کنید این روبات براي گرفتن یک شیء در ارتفاع  مفصل دوم خود را در حالت  قرار داده

است. تعیین کنید زاویۀ  در این وضعیت چند درجه است؟

θα

(− ≤ α ≤ , 0 ≤ θ ≤ )
π

2
π

2
π

2
23٫5cmα = −30∘

θ
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فرض کنید  و  و انتهاي کمان  در ربع اول و انتهاي کمان  در ربع دوم قرار دارد. اکنون به سوالات زیر پاسخ دهید. - 11

الف) مقدار دقیق  و  چیست؟

ب) انتهاي زاویۀ  در کدام ربع قرار می گیرد؟

cos α =
4
5

cos β =
−12

13
αβ

sin(α + β)cos(α − β)

α + β

مقدار نسبت هاي مثلثاتی زیر را به دست آورید. - 12

sin( ) =300∘

cot( ) =750∘

cos(− ) =
π

6

4
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cos(− ) =
23π

4

sin( ) =
5π

4

tan(− ) =840∘

tan(− ) =150∘

cos( ) =
9π

4

5
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tan( ) =
10π

3

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. (زوایا بر حسب رادیان هستند.) - 13

 cos θ + cos(π − θ) = 0

sin( − θ) + cos θ = 1
π

2

cos 7 = cos(−7)

6
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tan(π − θ) = tan π − tan θ

مقدار نسبت هاي مثلثاتی زیر را محاسبه کنید. - 14

 cos 15∘

 tan 105∘

sin
π

12

با استفاده از روابط نسبت هاي مجموع دو زاویه نشان دهید که: - 15

7
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sin 2α = 2 sin α cos α

cos 2α = α − αcos2 sin2
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- 1

= 6- ππγ = 6
π5

γ

= 4- π =2
πβ 4

π

β

= π 3α + π =

α

3
π4

انتهاي کمان در ربع سوم است.انتهاي کمان در ربع اول است. انتهاي کمان در ربع دوم است. 

الف)   - 2

ب)                 

 

    - 3

طول کمان مقابل به زاویۀ  در قطاع حاصل همان محیط قاعده مخروط است و داریم:

 
r=6cm

h=8cm

R
θ R

رادیان 

- 4

در این سوال باید طول کمان مقابل به زاویۀ  را در دایره اي به شعاع  بیابیم.

الف) با توجه به شکل  و  متمم هستند یعنی:          - 5

 

ب)                 

پ) بیشترین مقدار  زمانی است که  برابر یک باشد یعنی:

 

- 6

D = ⇒ = ⇒ R = =120∘ 120
180

R

π

12π

18
2π

3

r = 24cm, α =
2π

3
رادیان ⇒ ℓ = r ⋅ α = 24 × = 16π

2π

3

⇒ ℓ = 16 × 3٫14 = 50٫24cm

θ

ℓ = 2πr = 2π × 6 = 12πcm

= + = 36 + 64 = 100 ⇒ R = 10 ⇒ θ = = =R2 r2 h2 ℓ

R

12π

10
6π

5

36∘6320km

= ⇒ R = =
36

180
R

π

36π

180
π

5
رادیان ⇒ α = π

5
رادیان , r = 6320km

ℓ = r ⋅ α = 6320 × = 1264π = 1264 × 3٫14 = 3968٫96km
π

5

αθ

α + θ = ⇒ θ = − α
π

2
π

2
I = k sin( − α) = k sin θ

π

2

θ = 0 → I = k sin 0 = k × 0 = 0 , θ = → I = k sin =
π

6
π

6
k

2

θ = → I = k sin =
π

3
π

3

k 3
−−

√

2
Isin θ

sin θ = 1 ⇒ = k , sin θ = 1 ⇒ θ =Iman

π

2
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- 7

 شکل سمت راست مربوط به تابع (ب) یعنی  می باشد.

 

π
3

π
3 + π

2
π

π
3 +π π

3 + π3
2

π2

2

1-
-

x

y

π
3 +

شکل وسط مربوط به تابع (پ) یعنی  می باشد.

 
π
2

π π
2
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 شکل سمت چپ مربوط به تابع (الف) یعنی  می باشد.

 

π
2

π π
2

3 π2

1

y

1-

x
- π
6 - π

6 - π
6

π
6-

π
6- π

- 8
       

   (الف

  بیشترین 

 کمترین 

  (ب

 بیشترین 

 کمترین  

 (پ

 بیشترین 

 کمترین 

هیچ کدام از توابع در بازة  یک به یک نمی باشند. - 9

- 10
 الف)

 

 

 

 

 

θ
H

G
A
B

C

DE

F

α

50

100

53

h

ب)

y = cos(x + )
π

6
y = − |sin x|y = sin(x − )

π

3

y = cos(x − ) − 1
π

3

y = 1 + |cos x|

y = − sin(x + )
π

6

y = − sin(x + )
π

6

= 1 ⇒ x = − ⇒ y = − sin( − + ) = −(−1) = 1
3π

2
π

6
3π

2
π

6
π

6
y

= −1 ⇒ x = − ⇒ y = − sin( − + ) = −1
π

2
π

6
π

2
π

6
π

6
y

y = cos(x − ) − 1
π

3
= 0 ⇒ x = , x = + 2π

π

3
π

3
y

= −2 ⇒ x = + π
π

3
y

y = 1 + |cos x|

= 2 ⇒ x = 0, x = π, x = 2πy

= 1 ⇒ x = , x =
π

2
3π

2
y

(0, π)

G B : sin α = ⇒ AB = 53 sin αA
△ AB

53

F H : sin θ = ⇒ GH = 100 sin θG
△ GH

100
⇒ BC = GH = 100 sin θ

CD = EF ⇒ CD = 50

h = AB + BC + CD ⇒ h = 50 + 53 sin α + 100 sin θ
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الف) - 11

 

 

 

 
ب)

 

 در ناحیۀ سوم قرار دارد.

- 12

          

 

         

 

       

  

       

 

       

 

          

 

      

 

   

 

h = 23٫5, α = −30 ⇒ 50 + 53 sin(−30) + 100 sin θ = 23٫5

50 − 53 × + 100 sin θ = 23٫5 ⇒ 100 sin θ = 23٫5 − 50 + 26٫5
1
2

⇒ 100 sin θ = 0 ⇒ sin θ = 0 ⇒ θ = 0

cos α = → α = 1 − α = 1 − = ⇒ sin α =
4
5

sin2 cos2 16
25

9
25

3
5

cos β = − → β = 1 − β = 1 − = ⇒ sin β = ± sin β =
12
13

sin2 cos2 144
169

25
169

5
13

− →−−−−
ربع دوم β 5

13

sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β = × (− ) + × = = −
3
5

12
13

4
5

5
13

−36 + 20
65

16
25

cos(α − β) = cos α cos β + sin α sin β = × (− ) + × = = −
4
5

12
13

3
5

5
13

−48 + 15
65

33
65

⇒ π < α + β <
⇒ < α + β <

0 < α < π

2

< β < ππ

2

π

2
3π

2

sin(α + β) < 0

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3π

2

α + β

sin( ) = sin( − ) = sin(− ) = − sin = −300∘ 360∘ 60∘ 60∘ 60∘
3
−−

√

2

cot( ) = cot(2 × + ) = cot =750∘ 360∘ 30∘ 30∘ 3
−−

√

cos(− ) = cos =
π

6
π

6

3
−−

√

2

cos(− ) = cos( ) = cos( ) = cos(6π − ) = cos =
23π

4
23π

4
24π − π

4
π

4
π

4

2
−−

√

2

sin( ) = sin(π + ) = − sin = −
5π

4
π

4
π

4

2
−−

√

2

tan(− ) = − tan( ) = − tan(2 × + − ) = − tan( − )840∘ 840∘ 360∘ 180∘ 60∘ 180∘ 60∘
= −(− tan ) = tan =60∘ 60∘ 3

−−
√

tan(− ) = − tan( ) = − tan( − ) = tan =150∘ 150∘ 180∘ 30∘ 30∘
3
−−

√

3

cos( ) = cos(2π + ) = cos =
9π

4
π

4
π

4

2
−−

√

2
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- 13

         

 درست است.  

       

 نادرست است.  

            

 درست است.  

        

 درست است.  
 در مورد (د) توجه کنید که در این مورد استثناء درست است، یعنی این شیوه در موارد مشابه قابل تعمیم نمی باشد بعنوان مثال رابطۀ زیر نادرست است.

- 14

         

  

          

   

             

 

- 15

      

 

     

 

tan( ) = tan(3π + ) = tan =
10π

3
π

3
π

3
3
−−

√

cos θ + cos(π − θ) = cos θ − cos θ = 0

sin( − θ) + cos θ = 1 ⇒ cos θ + cos θ = 1
π

2

cos 7 = cos(−7) ⇒ cos 7 = cos 7

tan(π − θ) = tan π − tan θ ⇒ − tan θ = 0 − tan θ = − tan θ

tan( − θ) = tan − tan θ
π

2
π

2

cos = cos( − )15∘ 45∘ 30∘
= cos cos + sin sin45∘ 30∘ 45∘ 30∘

= × + × =
2
−−

√

2

3
−−

√

2

2
−−

√

2
1
2

+6
−−

√ 2
−−

√

4

tan = tan( + )105∘ 60∘ 45∘
=

tan + tan60∘ 45∘

1 − tan tan60∘ 45∘ = ×
+ 13

−−
√

1 − 3
−−

√

1 + 3
−−

√

1 + 3
−−

√
= = = −2 −

(1 + )3
−−

√
2

1 − 3

1 + 3 + 2 3
−−

√

−2
3
−−

√

sin = sin( ) = sin( − ) = sin cos − cos sin
π

12
4π − 3π

12
π

3
π

4
π

3
π

4
π

3
π

4

= × − × =
3
−−

√

2

2
−−

√

2
1
2

2
−−

√

2

−6
−−

√ 2
−−

√

4

sin 2α = sin(α + α) = sin α cos α + cos α sin α = 2 sin α cos α

cos 2α = cos(α + α) = cos α cos α − sin α sin α = α − αcos2 sin2
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